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1-1-1,-0RTGEN DS Li RUZDA DENTADA Y DEL ENGRANAJS .-

Introduccion:

-L1 problema de la transmisidn del movimiento entre dos ejes,con
una relacidn de velocidades constante,es de primordial importancia
en todas las wmaguinas ¥ mecanismos.

En el Tema 12 hemos visto como puede lograrse esta transmisidn por
medio de cilindros y conos de friccidn,con relativa facilidad,

Sin embargo,dl estar este sistema de transmisidn condicionado a las
fuerzas de rozamiento generadas entre los miembros del mecanismo,en
la zona de contacto,imposibilita la transmisicdh de elevadas poten-
cias.

=La necesidad de transmitir entre dos ejes potencias grandes,y la
exisfencia de los perfiles conjugados de deslizamiento (Tema 3,
puﬁto 3-2-2~2 ¥ siguientes),que permiten transnmitir el movimiento
de un miembro en rotacidn a otro,con relacidn de velocidades cons-—
tante,ha permitido la creacidn de la rueda dentada,en'las cuales la
potencia a transmitir solo viene limitada por la resistencia meca=-
nica del propio material del que se.construye,y por las dimensiones

que le demos a éste.

Origen de la rueda dentada y del engranaje:
Segun vimos en el Tema 3,puntos 3-2-2«2 y siguientes,dado un perfil
cualquiera siempre se puede construir su perfil conjugado de desli-

zamiento.

R + . . » s
Naturalmente,como alli se vid,la transmisidn del movimiento quedaria

interrumpida,dada la imposibilidad de construir perfiles conjugados
de deslizamiento continuo,

~5in embargo,si nosotros diéponemm sobre czda miembro una serie de
estos perfiles'conjugados5convenientémente dispuestos entre si para
qué cuando dos de ellos‘pierdan el.contacto va hayvan otros dos to-

candose,habremos conseguido una transmisidn continua del movimiento,

con relacion de velocidades constante.(Figura l)
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~Igualmente,si queremos transmitir el movimiento en ambas direccio-~
nes,(ﬁ derecha e izquierda),hemos de colocar,en formé_simetrica,dos
series de estos perfiles conjugades. (fig 2)‘_

~Cada par de estos periiles,tallados & sujetos ai "nucleo" del miem-
bro,forma lo gue llamaremos un "diente".Naturalmente,estoé dientes
habrdn de limitarse superior e inferiormente,por razones que en éu

momento estudiaremes., (fig 3)

7 .
~Como se comprende facilmente,la distancia entre un perfil y su si-

metrico define elﬁespescrrdel diente",y con ello,su resistencia me-
cénica.. |

-Por otra parte también es fdcil de ver.que ei nimero de dientes
asi{ construidos ha de ser siempre un numerc entero,y para que los
dientés de una rueda puedan encajar en los de la cira,el espesor de
los dientes ha de ser menor 4 igual al hueco dejado entre dos de
ellos,en la otra rueda. (Todo esto serd estudiado con todo detalle
mas adelante)

~Como es 1dgico,la rueda dentada no es una. figura plana,sino que
tiene una cierta profundidad,impuesta por considefaciones de resis-

tencia mecanica, .

“JL——ﬂu >
Rez
A% 3

Nomenclatura:

~Engranaje:®l par de miembros,cons-
Je ’
truidos comoe se ha dicho,

-=Rueds dentada:Cada unc de los miem-

bros del engranaje.
Rc:Radio de cabeza del diente

Rf:Radio de fondo del diente

<A

Rp:Radio primitive de los per-

files conjugados



),

~P=punte primitivo

-Porfil delhdiente_(Conjugados,necesariamente,los de 155 dos ruedas
del engranaje)

~L = longitud del diente
-Cara v flanco:0bservese que la cara de una rueda entra siempre en
contactb con el flanco de la otra.

~Espesor ¥y hueco:Observese que se miden sobre las circunferencias
primitivas.L,s llamaremos ep Y hp'
- a,= altura total del diente.®s igual a la distancia entre las cir-
cunférencias de cabeza ¥y de fondo,

- = Angulo de presidn,é dngulo de empuje; Como sabemos,en los per-—
files conjugados,la normal comin a los perfiles;en el punto de con-
tacto,paéé siempre por el.punto primitivo P.La inclinacidén de esta
normal respecto de una perpendidular a la linea de cen%ros es el
1laﬁado éngﬁlo de empuje,va que en caso de no haber rozamientos,
serd la direccidn del esfuerzo que ﬁn miembro ejerce sobre el otro.
.Naturahemte,eSte éngulo ne tiene porque tener el mismo valor de un
instante a otro del movimiento,dependiendo,exclusivamente,de la for-

ma de los perfiles conjugados.

NOTA:A las circunferencias primitivas (mejor seria decir,a los cilin-

dros primitivos) se les denomina también AXOIDES del movimiento.

La rueda dentada de perfil de evolvente:

~Hasta ahora hemos visto como se puede formar una rueda dentada con
dos perfiles conjugados cualesquiera.Al igual que vimos en el Tema 3,
vamos a estudiar ahora como resulta muy sencilla la construccidn de
ruedas dentadaé utilizando perfiles conjugados de evolvente
~Partiremos como datos dg una distancia entre ejés dada 012015 y una
relacidn de transmisidn entre los dos miembros wz/wg

El trazado de los dientes se hard en la forma siguiente:




12,.-Fijados 012 v 013.,y'©n001d0 J = wz/w3 ;5¢ halla el punto P.

Con €l se definen las circunferencias primitivaslc (2) v C

_ o(3)"

s~ Trazamos una recta T?TB,que pasa por P ¥ dque esta inclinada,res-

—

20

pecto a la normal a la linea de centros,el anzulo.X ,escogido

arbitrariamente./. partir de 019 ¥ O13 trazamos las perpendicu-
A lares 012T2 v O13 1 a la recta T 3
32,-Con centro en 012 v radio 012T2 trazamos una circunferencia (que

sera la circunferencia base de la evolvente que forma el nerfil

del diente de la rueda 2).,Lo mismo haceros desde 0,,.(La circun-

13

ferencia de radio OIBTS sera la circunferencia base de la evol-
vente que forma los dientes de la rueda 3).
49.—Pasando.por P trazamos la evolvente d,49, sque forma un lado del
perfil del diente de la rueda 2,y pasando +ambién pof P trazamos
la evolvente r3r3 sque forma el lado(conjugado) del diente de 1la
rueda 3.
En el instanie en que se han dibujado,ambos perfiles se tocan
en el punto primitive P,
59.-Péra trazar la otra cara del diente,y dado que para un perfecto
engrane el espesor de un diente ha de ser igual al hueco entre
dos dientes de la otra rueda,dividiremos ambas circunferencias
primitivas en un numero enteroc de partes iguales (igual al ni-
— -
mero de dientes arbitmariamente previstos),tales que, Pa=bb' 3
.
Pb=aa' jetc,
Trazando luego los radios por ol centro de estos segmentos,cons-—
truiriamos,graficamente,los pzrfiles simetricos,que constitu;w
rian la otra cara v f;anco del diente.,
6?,-las evolventes asi const ruldas se rematan supariormente por la
circunferencia de cabaza;e inferiormente,por la de pié.
NOTA:Como es Tdcil délcomprender,el diametro maximo que puede
alcanzar la circuniferencia de cabeza viene limitado por el

o o ’ +
corie de las dos evolventes que forman las caras del cliente,



Igualmente, el diametro minimo de la circunferencia de pie,
L
si se desea que todo el perfil sea de evolvente,ha de ser

igual al de la circunferencia base de dicha evolvente,

(p2

L
Cez
L)
L
Cps <2
23
M
jell]

NOTA :Hemos de hacer incapié en que ias dos circunferencias base se
trazaron a partir de un éngulo de inclinacidn ¥ arbitrario.

i Si ahora,utilizando esas dos mismas circunferencias base,sepa-
ramos mas los ejes de las dos ruedas,las evolventes conjugadas
siguen siendolo (Recuerdese que solo variard la inclinabién
del "hilo" que une las dos circunferencias base,pero né los
diametros de los “wambores de arrollamiento"jque son,en defi-
nitiva,los que marcan la relacidn de velocidades),con lo cual
la relacidn de velocidades no varia.

Esto significa que cuando se emplean ruedas dentadas de perfil
de evolvente;la distancia entre ejes puede variarse (siempre
que lo pérmita el éostenef el contacto entre los dientes),sin

modificar por ello la relacion de transmisidn.

“
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NOTA:Intuitivamente se comprende la fdcil intercambiabilidad de

ruedas comnstruidas con estos perfiles,io gque les ha llevado a

ser (ademds de su fdcil construccidn-tallado) los de uso mas
-general y casi exclusivo,

NOTA :Observ¥ese que en esos engranajes el éngulo de presidn no varia
de un ifstante a otro del movimiento,
Sin embargo,el &ngulo de presidn varia,para las mismas ruedas,

al separarlas en el engranaje.

La rueda dentada de perfil ecicloidal:

~E1 lograr una rueda dentada de perfil cicloidal no es un problema
tan sencillo como con perfil de evolvente,puesto que requiere, como
veremos a continuacidn,una "doble constrﬁccidn".
En efecto,en el Tema 3 ,punto 3-2-2-2 vimos como una hipocicloide
construida a partir de una circunferencia "ruieta" arbitraria,al ro-
dar sobre una de las circunferencias primitivés,y la epicicloide

. . otre
generada al rodar la misma circunferencia ruleta sobre la‘circun-—
ferencia primitiva,eran parfiles conjugados.
En la fig. se comprende que de esta forma solo lograremos cons-—
truir la cara‘de un diente en una rueda,y el flanco del diente en
la otra rueda. (b3c3 ¥ a,b, respectivamente) ‘
Para poder construir totalmente el diente hemos de poner otra cir~

. . . . . . s
cinferencia "ruleta",de diametro también arbitrario,y no necesaria-

mente igual a la anterior,dentrc de la otra circunferencia primiti-

va,y proceder en igual Torma.Asi generariamos,respectivamente,el #£2
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-Para construir 1q$ ruedas de un engranaje de este tipo procederia-~

mos en la forma siguiente: (ﬁadas una distancia entre ejes 012013

¥y una relacion de velocidades wz/w3 = 0y4P / Olzp )
12 ,~Situamos el punto primitivo P
22,~8e trazan las dos "ruletas",arbitrarias, Fz v f3 .

2, -aciendo rodar Fz interiormente a Cp(g) se genera a2b2
Haciendo rodar fo exteriormente sobre CP(B) Se genera b303
Hacieh@o ?odar FB interiormente a CP(B) se genera aBbé
Haciendo rodar_FBuexteriormente sobre Cp(z) se genera béc2

ke, ,.Para trazar la otra cara de los dientes,se procede exactamente-
como en las ruedas de perfil de evolvente,

. Nz
2, -Pinalmente se rematan l

los perfiles con las
circunferencias de ca-

beza 'y de fondo.

b3

NQTA:0Observese la complé&idad de fabricacion de estos perfiles.
Observese tambieén la imposibilidad de separar los centros de o
las ruedas,pues inmediatamente dejarian de ser conjugadas.
Igualmente podemos ver gue en estos engranajes el dngulo de
pres;én varia de un instante a otro del movimiento,siguiendo
pPrecisamente la forma de las circunferencias ruleta,’
Hacemos lincapié también gque para intercambiar esfas ruedas es

imprescindible que hayan sido construidas con las mismas ruleta
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st . .
NOTA:Ln la construccion de estas ruedas se dan varios casos particu-~

lares de interés,en funcidn de las dimensiones de las circunfe-

rencias "ruleta®,

-Asi vemos en la figura como a medida que aumente el diametro

de estas circunferencias ruleta,el diente se va debilitando

en su base,llegandose al extremo de que para f2= Rp( la ba~

2)

Se del diente queda limitada a un solo punto,que es el que es~

ta siempre en contacto con la cara del otro diente. (In este

caso,la base del diente se puede construir de cualquier manera

con tal de cue no interfiera el movimiento)
/,/’—_éig;:; e //,f"— k;:jfi/
s (A

reducen a un punto,y las caras son
epicicloides.-

Un solo punto del diente de cada ruew-

da es el que desliza sobre la cara

del diente de la otra. (Engranaje de

doble punto)ﬂ

- \— i
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1-1-2,-DTFINICION TIORICA DEL MTCANISMO.-

Bl mecanismo simple de engranajes consta de tres miembros.Tos de

ellos (las ruedas dentadas) forman un par superior,de deslizamiento,

_con contacto lineal é puntual. Los otros dos paress son los formados

por los cojinetes que lo soportan en el bastidor,

-l contacto entre los dos miembros superiores (rued%s dentadas)
queda asegurado siempre por_medio de un cierre de cadena (bastidor)
~La rueda quelreciﬁe el movimiento por el eje ¥ lo transmite por

los dientes la llamaremos rueda conductora (en mecanismos reductores,
pifion).La que recibe el movimiento por los dientes y 1la trensmite

por el eje la llamaremos conducida (en mecanismos reductores de la

velocidad,rueda,simplemante)

1-1.-3,-USHS DEL MECANISMO,.-

~E1l principal empleo lo encuentra como mec,nismo transmiscr del giro

entre dos ejes,con elewadas potencias,pudiendo estar los ejes en

cualquier posicidn relativa.

-0tra de sus grandes apligaciones es como mecanismo reductor (6 mul-
tiplicador) de la velocidad,uniendo adecuadamente una serie de en-
granajes,formande lo que llamamos un ‘tren de engranajes',
~También,y por la misma razon anterior,se emblea como mecanismo va-
riador de la velocidad entre dos ejes,cuando, la transmision de ele-

vada potencia es fundamental (Cajas de cambio por engranajes)

1-1-4,-PIPOS DE ENGRANAJES .-

a) Segun la forma del perfil del diente:
- Perfiles conjugados especiales
- Perfil de evolvente

« Perfil cicloidal




b) Segun la forma del diente:

-:ng. de disntes rectos ( figh%%@?)
~ing. de dientes curvos ( fig¥s,%,%0112)

c) Segun el sentido relativo da giro que impriman a los ejes

~Eng. exteriores (fig 4)

-Zng. interiores (fig 1)
d) Segun las medidas del diametro de las ruedas:

~Eng. de rueda. y pifion

~Eng. de pifion v cremallera
e) Segun la forma de la rueda:

~-Eng. circulares (fig/ )

~Zng. né circulares (fig ()
f) Segun el sistema de fabricacion:

~Ing. normalizados

-Ing. nd normalizados

g) Segun el tipo de axoide del movimiento:

-Eng, cilindricos
dientes rectos figl,2 )
dientes helizoidales fig ,s)

-Eng. conicos
dientes rectos fig 2
dientes helizoidales fig ¥ ?

-Eng,., hiperbolicos
dientes helizoidales (fig /o )
dientes conicos hipoides(fig // )

-Eng. de tornillo sinfin (fig /2)

Clasificacion de los engranajes, segun su empleo:

a) Para conectar ejes paralelos

- Eng. cilindricos de dientes rectos
- - Eng. cilindricos de dientes helizoidales

b) Para conectar ejes que se cortan

~ Eng. conicos 'de dientes rectos
- Eng. conicos de dientes helizoidales

¢c) Para conectar ejes que se cruzan

— - Eng. hiperbolicos con ruedas cilindricas helizoidales
kj ~ Eng. hiperbolicos con ruedas mnicas helizoidales:hipoid:

- Bng. de tornillo sinfin.
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1-2-1,-LA FUNCION SVOLVEINTE.-

La posieic;n del punto A en la evolvente de la fig. queda definida po
' las coordenadas r,ﬁ).Como no podemos expresar en
forma sencilla la funcidn que las liga,se recurre a
expresarla en funcidn del dngulo V¥ ,tomado como para
metro, En 'la figura, r = RB/cos‘f’ 4
ﬁ::ﬁ-—’fﬁ:;ﬁ—i‘?} RB.ﬁ= RB.tag‘f)—- RB.L}"

P= Tagy ~

En esta formula, #y ¥ deben medirse en radianes.

La funcion IEvWY¥ = tagy - es la llamada funcion evolvente,y
aparece en varios calculos de dentaduras de este perfil,

En la tabla adjunta se expresan algunos de sus valores.

FUNCION EVOLVENTE

O

FUNCION EVOLVENTE By = (g—p
EvW = (19—l : ' .
- a L] (] (] »
50° e 22° 53° 347 ! 0 ::azz 0 :gsm ¢] ::503 0 ::304 o 5539453
00| 0,31509 | 0,34478 | 0,37237 | 0,40202 | 0,43390 Ti79 ! '“sia ! 'Ta3
0,1 2158 745 524 501 722 539 go? 5337 T 3
0,2 408 5014 013 82) 4057 902 'sgz 759 | o sc?g? ] 43%3
1
oa| 818 520 | %393 438 | 3% %551 %P 6402 1685 318
5 371 833 £93 767 5074 9006 a2 7044 550 6424
OF 428 6110 390 2087 419 380 3275 479 2020 933
0,7 6688 iga 9250 409 756 756 £81 917 494 7448
08 949 659 592 734 6115 0,50135 409§ 8359 972 364
0,9 4213 952 89€ 3061 467 d
50° 6i° 62° 63* 64* §5° se 677 58° §9°
00| 0,684B5 | 0,73940 | 0,79862 | 0,86305 | 0,93329 '-°‘S?? E*°3‘“2 18848 128528 40081
90 a0 ) s 10297 9622 9991 1272
o) 510 0, I?g% Tgﬂé 2624 1190 1,20804 30986 2475
Q3| ©0,70075 665 38 8335 | 530 3335 $63! 2235 378 2520
c4| 6250 2374 2042 6317 5011 930 3512 4310 6162
10,5 1157 833 3015 74! 7081 955 4847 4634 5440 T417
0.6 T04 7434 &6 0,8044%6 KL &BOT 5784
0.7 2256 8033 5314 1IS7 6629 7667 ;Sa 5536 3382 8338
O 2se 34 5 se T8t 6 6709 7737 9368
0,9 3374 9247 563§ 2599 | 1,00205 7684 7752 8903 31284
70° T1* 72* 73° 74° [eai L T 78’ T8”
0,0 1,52575 1,66503 | 1,8210% 1,99676 | 2,19587 2'43?{533 2"753433 5133728 | 3g3er 378314
0.0 [£3 £393 2158 | 33082 1z 02058 8224 81237
0,2 5239 9281 5451 103223 zzlsggg 3%22 %23 Sess 42198 393
0.3 6592 70995 7154 5385 6083 52308 80007 13586 50358 078
0.4 7961 2521 8878 7336 8307 , 4899 igie 5808 4507 | 4,00798
0,5 9345 4077 90623 93(3 3056) 7527 3183 'V553
0.6 60745 5645 2390 11315 2846 caod 4 $7e2 e
0.8 oras 3883 2320 L gadc 80194 9163 23029 63094 16z
' 2180 qese L aae 3 51t 2900 92311 6732 7505 649
8‘9 2 yEd 3838 74?5 9392 5646 5509 30497 7Ees38 @ 2194
L]
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1=2-2=-1,=TORMACTION DUYL ENG,CILINDRICO DT DITNTES RECTOS .-

~Puede considerarse engendrado por
una .trasTacidn perpendicular al pa-
pel,del perfil plano estudiado en el
punto l1-1-1,
~También,como se observa en la fig.,
una rueda dentada cilindrica de dien-
tes rectos puede ser engendrada por
la linea DC ,del plano T ,que rue-
da,sin deslizar,sobre el "cilindro
base" de radio RB'
~-Tgualmente, también puede engendrarse

como la evolvente de 1l.s diferentes
posiciones alcanzadas por el "plano
generador" H ,perpendicular en to-
do momento al T,

(Recuerdese las propiedades de la
evolventesla tangente a la curva en
cada punto es siempre nerpendicular

& la tangente al circulc base trazada

desde ese mismo punto)

_—
w?ﬂw-\’

u.'_/_ Nl r
Frimutan




1-2-2~-2,-CARACTERISTICAS CONSTRUCTIVAS,~

NOTA:Come se demprende del concepto de iueda dentada de perfil de
evolvente,las dos magnitudes que definen univocamente una rueda
de este tipo son la clase de evolvente,o sea,su circunferencia
base,y la distancia,medida sobre esa circunferéncia base,entre
dos dientes consecutivos,(Ademds de la altura del diente )

Como vimos,un engranaje de perfil de evolvente puede funcionar
con distintos axoides,d sea,con distintas distancias entre ejes
manteniendo la misma felacién de transmisidn (sin dejar de ser
con jugados ).
Debido a esta particularidad,hemos prefefido separar las carac-
teristicas constructivas de las ruedas dentadas de este tipo,
que-son independientes del montaje con otra rueda para formar
un engranaje (podiamos decir que las caracteristicas construc-—
tives de una rueda dentada dependen de su "montaje" con la rued
"herramienta de talla",como veremos en su momento),de las carac-
teristicas de funcionamiento,dependientes del "montaje’ gue se

haya hecho entre las dos ruedas del engranaje.

En la rueda dentada de la fig. se definen como caracteristicas cons-

tructivas las siguientes:

radic de la circunf. base &
radio base,

radio de la dircunf. de cabe
za. (Puede tener cualguier
valor,siempre ¢ue no se supe
re el radic de apuntamiento,
que calcularemos al final de
este punto)

radio nLxX de fondo,6 limite
inferior del diente.(Se pue-
hacer menor que R_,pero en

ese caso la parte del diente
que penetre en la circunferencia base no podrd ser del mismo perfil
de evolvente.)

~Perfil de acuerdo:ls el arco de unidn entre el flanco del diente
¥y el fondo del mismo.Generalmente se toma un arco de circulo. (%)

~Altura del diente: a, = Ry = Re



-

=Longitud del dierite L

-Zspesor en la circunferencia base ¢ esnesor base = eg.

-rPaso base = p.,, .Es la distancia entre dos puntos homologos de dos
dientes consecutivos,medida sobre la circunferencia base.

- Numero de dientes = =z .Siempre se verificara: Z = 2.H.RB/pB

NOTA:Cdlculo del radio de apuntamiento:

Como es ldgico,para un radio de

base dado,el radioc de apuntamiento
gue nos da la mdxima altura del
diente,depende solo del espesor
del diente en la circunferencia
base.

En efecto,teniendo en cuenta la

e . ' Y P

expresion parametrica de la evol= \\\

vente, comprobamos en la fig:

R, = Ry / cos Yy

eg = E.RB. @ = Z.RB.EV?’

OBSERVACION :No confundir el angulo Y con el angulo de presion &




1-2-2-3.,-CARACTERFETICAS DT MONTAJZ:CONDICIONES DE ENGRANE, -
De 1o dicho en la MNOTA primera del puntb anterior se deduce la nece-
sidad de ver separadamente todas aquellas caracteristicas que son

propias del montaje efectuado entre las dos ruedas dque constituyen

el engranaje.
Pu

Asi tenemos:

-~ G, = circunferencia primitiva.
LEamada tambien circunf. axoide,
Es la circunferencia (en cada
rueda) que pasa por el punto
primitivo.Ambas circunferencias
primitivas se mantienen siempre
tangentes,aumentande sus radios
a medida que aumenta la distan-
cia entre centros,cunpliendose
siempre:

W2/W3 = O P /012 = RP(B)/R

rigne Re(s) ¥ Ro(z) 112 madios

Entre las circunferencias primi-
tivas y las circunf. base existe
la relacion:

Rp(z) = RB(E)/ cosx
Rp(3) = Rp(3)/cos

-~ i = éngulo de presidn de montaje,d angulo de presidén, simplemente
Como se ha dicho repetidamente,no es un valor constﬂnte sino que
depende de la distancia entrs centros con la que se ha calqdo las
dos ruedas del engranszje,.

Oy

Ro(2)/Re(3) = Rp(2)/Ra(3)

R + R
°0s 4= Rg(2)/Rp(2) = Rp(3)/Rp(3) = zelpll,

R
Bp(2)t Bp(3)
siendo RP(2)+ RP(B) la distancia entre centros,de montaje.

- p, = paso circunferencial 6 paso,simplemente.Se define como la
dfstancia entre puntos homolegos de dos dientes consecutivos,me-
dida sobre las circunferencias primitivas.

pc = Z'K'RP(E)/ZZ = 2.K.RP(3)/ZB

‘Tambien se comprueba facilmente que P, = Pp / cosg’

- m = médulo,$ paso diametr?lﬂSe define por m = DP(2)/ZE=DP(3)/Z
Con ello se tiene: P o= m.H
(El modulo & paso dlame%ral corresponde a una divisidn ficticia de

diametro primitiveo de una rueda,en un engranaje,en tantas partes
como dientes tiene la rueda)

- a, = altura de cabeza del diente,de valor,en cada rueda:acml ~R,
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- ap = altura de fpndo del diente = RP - Rf
-a, = altura total = a, + ap = RC ~.Rf
R p = radio util de fondo,. (Tl contacto entre los dientes no tiene
u lugar hasta el fondo del mismo,sino solo hasta el punto A,por
e jemplo,pudiendo variar al modlflcar la distancia entre centros
-2, = altura util del diente = Rc - Ruf

~ Espesor y hueco del diente:Se
punto anterior,solo que estos
primitivas,.Se representan nor

definen igual que s$e dijo en el
se miden sobre las circunferencias

e v h,respectivamente,
Bl espesor (6 el hueco) sobre la cir- '
cunferencia primitiva esta relaciona-

do con el espesor (6 el hueco) sobre
la circunferencia base,por la siguien=-
te expresion:
In la fig', pc = 2.H|R13/Z
pB = 2.K.RB/Z
Pp/P, = Rg/Rp = cosd )
p= 3;¢ ¥ como 0= Tved g
p=(e/2)/Ry ;- (eg/2) /R
Rg
queda: ‘ _ -
de donde eg - 2.RB.EVd
e =
cos«

-~ De tode lo estudiado se desprenden las sigulientes "condiciones
de engrane';

1e dos ruedas engranen,transmitiendo una relacion de ve~

«~Para que
locidades constante,sus evolventes respectivas han de ser per-
files conjugados (Generados sobre las circunferenciaé base ade-
cuadas)

29 ,-Para que dos ruedas engranen han de tener el misSmo paso base

(lo que también significa que habrdn de tener el mismo paso
circunferencial,en cualqmier posicion de montaje)(Y también el
mismo médﬁloi

32 ,-Dos ruedas correctamente construidas (perfiles conjugados) puede:

segulr engranando al separar los centros de sus ejes,mientras

o

los dientes no pierdan el contacto entre si,Esto solo se tradu-

cira en una mayor & menor “holgura" enitre los lados no acthtives
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de los dientes,como se ve en la fig:

Lo

Naturalmente,siempre se cumplira:

. &y
e, + h2 = e3 + h3 = Pg
no teniendo porgue ser e, = h2 ni e3 = h3. Tampoco tendrd que
ser e, = e3 ni h2 = h3.
Sin embargo,la holgura desaparecerd cuando:

e, = h3 ¥y ey = h,, é sea,cuando eyteq = h_+h, = Pe

Segun esto,dos ruedas construidas con perfiles conjugados,y de

las que se conocen sus datos constructivos eB(g) ¥ eB(3) fun-
cionaran sin holgura cuando se cumpla: '

eB(z) - 2.RB(_2).EV0( R 95(3)-' Z.RB(_S)-EVCZ _ -111?_-

cosx . COSx . cos«

92-}-63 =

°B(2)*°8(3) = Pp t 2+ (Ry(5)#Ry(5y)Bvel .

En otras palabras,estas ruedas funcionaran sin holgura cuando se

monten con el dngulo de presion “imin sobtenido de la expresion

" _ ®s(2)*®B(3) ~ Pg
E admin“ 2.(RB(2)+RB(3))-

De esto también se deduce que 1la distancia minima a la que se

Pueden calar‘esas dos ruedas serd:
Rp(2)min= RB(z)/cc’s“é'min
Bp(3)min® Rp(5)/ 0040

4 - . _ Bp(2) **p(3)
min T TP{2)min” P(3)min cos¥ .
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1-2-2-4,-CASOS TMSPRCTAITS .=

Cremal{gra:

La cremnallera es una rueda dentada
de radio infinito .
En la figura puede verse como a

medida que aumenta el radio de la

rueda,manteniendo fijo el radio del
pifién,el radio de curvatura de la evolvente (perfil del diente)

va aumentando {conservandose siempre tangente a la otra evolvente

en el punto P),hasta que para un radio RB(S} = oo le curvg evol-
vente es una linea'recta,con una inclinacidn respecto de la linea

de centros igual al adngulo de presidn

=Para definir una cremallera se escoge arbitrariamente una linea

de referenciaja partir de ella se tienen,como caracteristicas cons-

tructivas:

% ,F»\ : -~ = angulo de presidn.Este es ca-
\\“\ \\\ T racteristico de cada cremalle-
#T N h,ﬁ¢ $ ra,e independiente de la rueda
N Livied que engrane con ella,como vere

mallera,el dngulo de presidn
es un dato constructivo,igual

S

7r—41;:4¢ﬁ”

[- f, ZeFEiguen  mMos mas adelante. (En una cre-
ol
P

e al dngulo de presidn de funcio
¥ namiento)
- p = paso de la cremallera,medido

sobre la linea de referencia.
Como se observa en la fig.,el valor de "p” es independiente de la
linea escogida como referencia.

~Py = paso base ¢ paso normal.Como se ve tambien es un valor cons-
tante. Pg = p.cosa




O

a = altura de cabeza,.S5e mide a partir de la linea de referencia
c .

e = aspesor del diente.Se mide sobre la linea de referencia,

NOTA: En cremalleras normalizadas,se toma e = h = p/2 ,con lo que

la linea de referencia queda perfectamente fijada,.

~En cuanto a las caracteristicas de funcionamiente de una cremallera

son muy interesantes,y pasamos a analizarlas,

\
Dy

~EZn primer lugar,una cremallera de flancos rectos es perfil conju-

gado de todas las evolventes,cualquiera que sea su radio base.Bsto
. <

es,una cremallera dada puede engranar con cualquier rueda de perfil

de evolvente (cunlquiera que sea su radio base 4 el numero de diente

con tal de que

tenggﬂe}mmismo paso base.Lo unico que ocurriré.serd
gue el axoide de la cremallera (un plano) ¥y el de la rueda,(un cilin
dro),estarén mas o menos adentro de la crehallera (s separard mds

¢ menos de la linea de referencia de la cremallera).

En la figura se observa el engrane de una cremallera con ruedas de

diferente tamaiio.

~BE1 Adngulo de presion de estos engranajes seré,necesariamente;el
dngulo de presidn de la cremallera.Por consiguiente,para una rueda
dada,los axoides del movimiento y el angulo de presion « no varian
al separar la rueda de.la cremallera (variar la distancia entre cen-
‘tros),a diferencia de lo que ocurria en un engranaje normal de rueda

- ! . ) ’ % r .
Lo unico que pasarsa es que ira aumentando la holgura del engranaje,

(2] ./ . 4 )
~itambien,dado que en una cremallera el @ngulo de presicdn puede Lo-

marse de cualquier valor,podemos ver gque con una rueda dada pueden

.t

engranar todas las cremalleras que se guiera (con diferentes éngulos

.« !
de pr851on),con tal de que tengan ¢l mismo pasc base.



O

- 2h

En la figura puede obseirvarse como engranarn diferentes cremalleras

con la misma rueda.

~Ln la figura se ha representado el cngrane de una cremallera de
dientes rectos (g = Oo) con una rueda.3e¢ obscrva en este ultimo ca-
so que la circunferencia axoide de la rueda coincide con la circun-

ferencia base.

. Ak ..
-Finalmente,una cremallera cualguiera engranara con una rueda

. » ) &
cualquiera,con tal de que tengan el mismo paso base’,

NQOTA :De todas las particularidades estudiadas para el engranaje con
cremallera se deduce la gran versatilidad de esta par .Por
ello,la cremallera,utilizada como herramienta de corte,se usa
para ei tallado de los dientes de las ruedas dentadas,lo que

estudiaremos con todo detalle mas adelante.
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Fngranajes interiores:

En estos amgranajes es de aplicacién todo lo dicho rara los engrana=
jes exteriores,sin mas que tener en cuenta que en estom engranajes
los perfiles conjugados tienen la curvatura en el mismo sentido,por
lo que hay que tener cuidado con los signos de las diferentes expre-~

siones,

Como dato curioso,observese que en estos engranajes los puntos T

2

¥ T3 estan alineados con P,pero en el mismo lado

Engranaje escalonado:

Una rueda de dentado escalonado puede consie-
derarse como la yustaposicidn de ruedas de
dentado recto,identicas todas,de espesor
(longitud del diente) x,desplazadas una
respecto de la otra la distancia ¥,

Los valores de "x* y de "v” son los mismos

para la rueda y para el pifion.

-En la figura se ha representado una de es-
tas ruedas,en planta y en una vista lateral.Para. fodas las "rodajas
. . . . S . 7

se tiene el mismo Paso,el mismo RB v el misno angulo de presion.

Suponiendo gue en el instante del dibujo,los perfiles H2 v H3 se

toquen en 'a’,los H} v H! se tocaran en "b";los Hy ¥ Hy en Ve” sete
Sn

3
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La proy=ccién sobre el plano del dibujo,
de las lfneas de contacto de cada una de
las rebanadas seran los nuntos abed, .,V
esesdue estaran alineados,

31 punto P ser:l la proveccidn de las 1i-
neas de puntos primitivas de todas las
rebanadas consideradas, puesto que al ser
todas las rebanadas ilguales, en cada inse
tante, la normal a los perfiles conjuga-~-
dos han de pasar por la misma recta cuya
proyeccién es dicho punto vy los axoides
son los mismos para todas las rebanadas.
Por tanto, todos los puntos P estan, en

el instante considerado, alineados.

Por cotra paltes, y por las mismas razones, la linea proyec=-

cién ‘abed... forma el énguloﬁ(ﬁngulo‘de presién) con la per-

pendicular a la linea de céntros,

En la siguiente figura se muestra gue perspectiva de los diene

tes escalonados, donde se ve mejor todo b dicho.
Observese que en este instante
hay rebanadas de la rueda 2 que
no estan en cont&cto con las
correspondientes rebanadas de
la 3 (concretamente las tres

Gltimas).Obsérvese también que

la tangente a los dos axoides(lu-
gar geometrico de los puntos pri-
mitivos de todas las rebanadas) y
la linea abcC...

/
forman un cierto 4ngulo, que mide

la inclinacidén dada al eicalonamiento.

:.Or'L

~0bsérvese que si a las diferentes rebanadas le hubieramos

dado un corrimiento de distinto valor, la Iinea abed,.. no

seria recta. :




)
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1w2-3-1.-FORMACTION DB LOS ENGRANAJES CTLINDRICOS HELIZOQIDALRES , -

En las figuras pueden varse estos engranajes,en un montaje sencillo

¥y otro doble[empleado para evitar los empujes axiales,como veremos

mas adelante)

~Ista dentado puede considerarse como un caso limite de las denta-—

duras escalonadas,cuando el espesor de las "rebanadas" es infinitesi
] X

- - - . 4
mal,y la inclinacion,constante.

" (Como es ldgico,una linea de inclinacidn constante arrocllada sobre

.
un cilindro sera una helice) 57 ‘ W b
D

o

~También puede considerarse engendrade por un perfil plano,evolven-

te del circulo base,que se desplaza siguiendo el contorno de¢ una hé-

lice trazadas sobre el cilindro.
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~También puede cornsiderarse como parte de un helizoide reglado,corio

se vé en la fig.

Bl segmente AB ,perteneciente al plano
ABCD, genera un irelizoide reglado,al ro-
dar este plano sobre el cilindro base,
Cualquier secciodn de esta superficie
por un plano tangente al cilindro base
es una l{nea_recta,y cualquier seccidn
perpendicular al eje del cilindro,es
una eveolventé, ‘

La inclinaciodn PB de esta hékice,medida sobre el cilindro base,es
el "éngu;o de inclinacion base".

~Finalmente,y como se observa en
la figura,la rueda dentada puede
engendrarse como la superficie
evolvente de las diferentes posi-
ciones alcanzadas por el plano
generador H ,perpendicular en to=-
do momento al T ,perc "no para-—

lelo" a la generatriz de los axoi

des.
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1-2=3-2, ~CARACTERISTICAS CONSTRUCGTIVAS .=

Dado que cualguier seccidn perpendicular al eje de ka rueda es igual
que si se tratara de una rueda dentada de dientes rectos, (sdlo exis-~
te un "desfase'" entre las diferentes secciones),podemos considerar
las mismas caracteristicas cons¥ructivas que vimos para aquellos,a

las que habra que aliadir,naturalmente,las caracteristicas debidas

a la inclinacidn de la hélice.

"RB = radio base

_—RC = radic de cabeza

—Rf = radio de fondo

H
L
I

" altura del diente = R_~-R

~L = longitud del diente

!
@
i

B espesor base
Py = paso base
=Py = Paso helicoidal,é piso de la hélice

3 * - -+ - I L3 - - - L4
-Py = dngulo de inclinacion bdse,6.dngulo de inclinacidn de la heéli-
- ce medido sobre el cilindro biase.

tag p = 2. MRy /py
~ % = numero de dientes = 2.#.RB/pB

- Sg = desplazamiento angular base,medido en relacidn con un mismo
planc axial.En la fig. se observa:

Sp = L.tang

Tambien se le llama “"salto directo",6 "salto base".



1-2~3-3,-CARACTERTSTICAS DI HONTAJE.CONDICIONES D T ENGRANE, -

-iIn cada una de las secciones normales al eje se pueden hacer las
mismas consideraciones gue para los engranajes de dientes rectos.

- : * . » . '3
Yor consiguiente,las caracteristicas de montaje seran las mismas,

. . N » « 7 Py o
incrementadas en agquellas derivadas de la inclinacion de la helice

- CP = circunferencias primitivas & circunferencias axoldes.Se de=
finen digual que para la rueda de dientes rectos. In ellas se
verifica:

W?./WB :'013:/01213 = R:F(B)/RP(z)
Igualmente,también guardaran una relacidn con las circunfe-
rencias Lase,dada por:

Rp(2)/Rp(3) = Re(2)/Re(3)
- o = dngulo de presidn de montaje.il igual que en el den#ado recto,
se verificara: _
cos & = (RB(2)+ RB(B))/OlZOlB

gue como se sabe,variara al variar la distancia »ntre ejes

NOTA:Cuando se estudien la transmisidn de esfuerzos:en estos
engranajés veremos que este dngulo de presién es sdélo,
aparente",puesto que no coincide con el verdaderc angu-
lo de empuje entre los dientes,que logicamente ha de ver-
se afectado por la inclinacidn de estos.

- p_ = paso circunferencial.Se define igual que para los dientes
rectos., P, = Z.K.RP/Z

- - m = mbdulo,definido igual gue para los dientes rectos.

-a, s ap g A, = alturas de cabeza,de fondo y total.Se definen igual
gue para dientes rectos.

- h , e = hueco y espesor. Se definen igual que para los dientes
rectos, -

- 8g = salto circunferencial,d salto medido sobre las drecunferencias
primitivas. Su valor viene dado por: :
Sg = L.tag PP
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NOTA:Algunos autores definen las magnidpudes pc

31

- PP = énwulo de inclinacidh de montaje.Comno se observa en las Tigs.
el "dngulo de inclinacidn de la hélice medido en el cilindro
base (cqracterlstlca intrinseca de la rueda) né es el mismo
que el dnzulo de inclinacidn medido sobre los cilindros axoi-
des,

\\\i’?\\x

Ps

\ \\<<\><<

Z

£]1 paso axial p. es el avance axial correspondiente a una
vuelta completa,luego tiene que ser igual para la circunfe-
rencia base que para la circunferencia primitiva. -
Desarrollande el cilindro base ¥y el primitivo,se tiene:

tagp, = 2.4.Rp/py tagp, = 2.4.R,/py
de donde se deduce: - :

tang / tagpy = RB/RP = cos

con lo dque se observa gue el Angulo de inclinacidn de montaje
varia al modificar la distancia entre ejes.

-De fodo lo dicho se desprenden las siguientes condiciones de en~

12.-Ias evolventes de ambas ruedas han de ser perfiles conjugados

2?,-Las dos ruedas han de tener el mismo paso base,d el mismo paso
circunferencial,d el mismo moduloc.

3%.~Para que dos ruedas de este tipo puedan engranar hen de tener,

ademds,la misma inclinacidn de sus helices,y de sentidos opuesto

Ps(2) *Fn(3)

a & - 3 L] -~
Naturalmente,para una distancia entre ejes diferente,variara el

dngulo ¢ ,v tambiéﬁ.ﬁp sPor lo que también se ha de cumplir

kaz) =f%(3

he,.Todo lo demas due se dijo para ruedas de dientes rectos,es de

[

aplicacidén para estas.

s € s4h , etc,en

n . f . - . .
funcidn de sus dimensiones medidas sobre una seccidn normal =a

la hélice (normal al Qiente).
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‘esde luego,esto no tiene mucho sentido en una rueda dentacda de este
tipo {(aunque si en una crethallera,como veremos a continuacidn},pues-
to que dada la forma alabeada de los dientes,no cabe Mablar de un
plano normal a ellos (un solo plano) en todos los puntos de la sec-
cidn,

Sin embargo,si trazamos sobre el cilindro primitivo una hélice per-
pendicular a las que deterninan dos dientes consecutivos,l!amaremos
"paso circunferencial normal? ,4 "paso normal * sPop & la distancia

entre puntos homologos de dos hélices consecutivas,medida sobre el

segmento de helice parpendicular a los dientes.

s s ’
Al desarrollar el cilindro primitiveo,como se ve

en la fig.,se encuentra:

pcn = P, .cos]3P

Igaulmente,el "dngulo de presidn normal" sera
el verdadero angulo de empuje,y lo llamaresmos £ .
-A partir de un.plano normal
a los dientes pueden definir-
se las que llamaremos "ruedas
cilindricas equifalentes",de
utilidad para algunos calculc
Enlla fige, N=-N es el 'plano!

normal al diente (Observese

qQue esto va introduce un e-

rror,puesto que habria que’

hablar de hélice normal),en
el punto P, Su intereeccion

con el cilindroc de la rueda

dentada_2 es la elipse repre-
sentada abatida eh la fig.
En el punto P ,de coordena-
das (O’RP(Z)) (Respecto de

Junos ejes que pasan por el

centro de la elipse),el radic
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de curvatura de la elipse viene dado por

RPn(Z) = aZ/Rp(z) = (RP(?.)/COSPP)Z / Rp(g)

¥ lo mismo se podria hacer con la rueda 3 , Tn definitiva:

2
Rpn(2) = Bp(2) / °°52/3P Rpn(3) = Re(a) / cos"py
Estos valores representan los radios de dos circunferencias,con la
misma curvatura en P que las elipses anteriores,llamadas '"circunfe-
rencias pfimitivés normales",
Si sobre esas circunferencias llevamos el '"paso normal",se formaran

unas ruedas de‘zn2 YV =z dientes:

n3
Z_, = 2.4.R / = 2, 1R / cos® P, +COS)3 =z /cos;
n2 Tpn(z) £ Ba T e HFp(2) PpePg 008 552/ 008

Zn3 =2.ﬁ1RPn(3)/ Pon =2.W.RP(B)/COS%QP;pE}cosF? = ZB/CGS%EP
de dondelse deduce:
"A efectos de célculo,el engranaje de dos ruedas helizoidales 2 y 3
puede sustituirse por el de dos ruegas cilindricas recfas 2n vy 3n

de radios primitivos RPn(2) v RPn(B) scon los dientes Zpa ha an
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Cremallera:

Como ya sabemos,una cremalléra no es mas que una rueda dentada de

radio infinito.Zn ella,el cilindro axoide se convierte en un plano

axoide.

La cremallera helicoidal tiene,por consiguiente,los dientes rectos

v oblicuos,inclinados respecto de la direccion transversal el angulo
PP'

Los flancos de los dientes son planos,isual que. los de una creialle-

ra de dientes rectos,

>

Kl




O

. 35 °°

En estas cremalleras cabe hablar de dos perfiles: Tl perfil frontal
(en un plano perpendicular al eje de lé rueda),y el perfil normal

(Plano perpendicular a los dientes.Observese que =n una cremallera,
a diferencia de una rueda,todos. los planos normales a los dientes
son paralelos,por lo que en estas si cabe hablar de plano normal)
-Sobre el perfil frontal se miden las magnitudes:
-o= dngulo de presidh,intrinseco,de la cremallera.

- P, = paso circunferencial = Py

- & = espesor
-a, = alturé de cabeza
El perfil frontal de la cremallera es el conjugado del perfil
frontal de la rueda helicoidal que engrana con ella,y es el que
define la manera de engranar de ambos,{A todos los efectos,es
exactamente igual que para la cremallera de dientes rectos)
~Sobre el perfil normal se miden las magnitudes:

—QL = dngulo de presidn normal,d angulo de presion verdadero.
Este es el que se ha de tener en cuenta para el cialculo de
los dientes
En la fig. se comprueba gque:

tn = t.cospP ¥ como t = ac.tagd
y ademas, t, = ac.tagxg ,5e tendrd:

tagdh = cosﬁp}tagx

relacion que liga los tres angulos fundamentales n'p y

- pén = paso normal.BEn la fig, se comprueba:

Pen = Pe +C05Fp
igualmentes

M_ = M.cos
n * EP

i
(0]
"

espesocor normal (Que es el que cuenta a la hora de calcu-
lar la resistencia mecanica del diente)

!
P
il

altura de cabeza,que es igual en ambos perfiles.
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1=2atml , BHGRANAT TS CILINDRICOS DT DISNTES HELIZOIDALES s PARY TJES
QUL SE CRUZANL.GENTRALIDADES = ® '

- Este tipo de engranaje esti formado por las mismas ruedas
cilindricas de dientes inclinados que hemos estudiado antew~
riormente, solo que en este caso se hacen engranar con los-
ejes no paralelos,

De este modo, el contacto entre ambas ruedas ya no es una =

linea,$ino solo un punto.

POINT
CONTACT

Es decir, dds ruedas cilindricas helizoidales de iguyal paso
normal P(nrn) y con 4ngulos de inclinacién iguales y contrarios
Ba = -pg , Que engranan entre si con sus ejes paralélos, pueden
hacerlo con cualqulera otros 4dngulos ﬁé Y ﬁé , No necesariamen

te iguales; la tinica diferencia es que en este caso el contagc
to seré puntual,

oyl éngﬁlo que formaran ambos ejes seriy

s =p54-g5
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- Para comprender mejor el funcionamiento de estos engranaw
Jes basta con imaginar el engrane de una rueda cilfindrica
de dientes helizoidales con una cremallera, tal como se vé

en la figura:

Si el eje de la rueda ests fijo, ¥ esta se mueve con veloci-—

dad Py la cremallera se desplazari con la velocidad
Vo, = Wy . R,

A este movimiento de la cfemallera puede superponersele,
por el procedimiento que. sea, otro movimiento en el s enem-
tido de sus dientes, sin que obviamente, ello afecte para
nada al engrane, Unicamente aparecerd una cierta velocieme
dad de deslizamiento Vﬁz del diente de la rueda respectom
al de la cremallera (que se superpondri al pequefio desli-~

zamiento queya existe en este tipo de engranaje),

En conjunto, la cremallera se desplazard en la direccidn

de ;; y con la velocidad
— i e
Vez = Vg + V4o

Bn-el caso de que la cremallera se desplace con

de = V2 . 'senpz

Vea = Vy + cos p,
significa que lo har4 en dirececidn perﬁendicular a4 SUS =

dientes.
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-

Supongémos ahora otra rueda helicoidal capaz de ehgranar-

con la mésma cremallera, perc por la otra cara (y con el-
[

mismo plano axoide)

¢ rpauallora
’ﬁ}té:mw s

Igual que antes, 1a nueva rueda puede engranar con la ==-
cremallera aunque esta se mueva perpendicularmente ala ==

direccién de sus dientes, En este caso, se tendré:

VdB = V3 . Sen p3
VCB = V3 « COS /"33
siendo V3 = w3 . RB

Como es légico, vdg puede tener un valor tal que

v ¥

c(2) = “e(3)
En estas condiciones puede suprimirse 1a cremallera inter
media, y las dos ruedas, tocéndose en un solo punto,(como
mas tarde se verd), pueden transmitirel movimiento.

Lin este caso se tendri:
Vez) = Ve(3) T Ve

——

FY L

>

[}

. A ‘A
Bo t P

Vd = Vd(z) +Vd(3) @Vd = W;?Rz sen 'P2+ "3}13'59”193
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= Los signos de gé y‘ﬁ; se deducen facilmente, siguiendo el
vonvenio de la figura (pgelff=HiMabiz),

1.2,.% 2Caracteristicas

‘constructivas

En realidad son
para las ruedas

ejes paralelos,

1.2,.4,3 Caracteristicas

exactamente las mismas que las estudiadas -
cilindricas de dientes helizoidales pars ==

ya que se trata de las mismas ruedas,

de funcionamiento

Puede hacerse extensivo a este engranaje todo lo dicho para

cjes paralelos,

ecepto que ahora no tilene porque ser ﬁ2=ﬁ5

For el contrario, Ba ¥ ﬁ3 puedén tener cualquier valor, so-

lo que 1%§ ruedas hay que engranarlas formando sus ejes un

- A
dngule JZ = Pa A+ ﬁB

~1

(Por ‘el contrario, si el dato de partida es X, habrd quees

coger convenientemente los dngulos J5, ¥ /3 )
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Introduccion:

La relacidn geomeitrica que existe entre los éngranajes concurientes
v los paralelos es la misma
que existe entre la geomne-
tria esferica ¥y la plana.
NDe ignal forma que en los
engranajes. paraleslos podia
estudiarse el moviimianto en

solo dos dimensiones,sobre

un plono de referencia perpendicular a los ejes,en los engranajes
concurrentes puede tambien estudiarse el movimiénto en solo dos di-
mensioneé,pero gsobre una esfera de referencia perpendicular a los
ejes {con centro vn =21 punto de concurrencia),

-L.os dos conos axoides cortan sobre esta esfera dos cifcunferencias
que se mue¥en rodando una sobre otra (cualquiera que sea el diametro
de la esfera de referencta)

Para obtener una pareja de ruedas dentadas ,basta con montar sobre
estas circunferencias,y en la superficie de la esfera,unas dentadu-
ras & perfiles conjugados.

=Tguul que en los engranajes paralelos,puede demostrarse que existeh
una infinidad de perfiles gque cumplen la condicion de ser conjugados,
sobre la superficie de una esfera,En particu;ar son conéugadas dos
evolventes esféricas,con propiedades andlogas a las evolventes planas
Se obtienen estas curvas haciendo rodar un plano sobre un "cono base"
como se ve en la fig.,en donde cada punto del planc movil describe
una "evolv;nte.esférica"}

~Hemos de hacer notar que.esta curva oscila indefinidamente entre
dos planos limites,cuya posicidn depende del éngﬁlo del cono base.
~Resulta fdcil de imaginar que sdlo se han sugtituido los cilindros

base,por conos base (Los conos base solo se cortaran en sus vertices

- . PR - T —
e . v L e Ll




Ly

puesto que los conos que realmente se cortan a lo largo de una genew

1

ratriz son los conos primitivos 6 conos axoides).

Un hilo arrollado en una circunferencia del cono base de una de las
ruedas,y en otra circunferencia del.cono base de la otra rueda,ambas
sobre la misma esfera,produciran el mismo movimiento,ai irse arrollan-
do ¥ desenrrollando,respgctivamente,que el de los correspondientes
ﬁerfiles conjugados,formados poxr ias correspondientes evolventes
esféricas que un punto fijo del hilo delimitan sobre la esfera de

referencia,

~También,al igual que para los engranajes paralelos,estos perfiles
admitirian una variacion de la distancia entre ejes,lo que en estos
engranajes coénicos se traduciria en una variacidn del "dngulo de con-
vergencia®” (dngulo entre los ejes de los conos),conservandose cons-
tante la relacion de transmisicdn.

-La tercera dimensidn del diente (Longitud .6 profundidad) podria ob-
tenerse,en forma simple,proyectande estas evolventes esfdricas desde
¢l centro de labesfera,aunque,desde luego,no hay ningin inconveniente
en que en sucesivas esferas concentricas la forma de los perfiles sea
distinta,é desfasadas respecto de la esfera exterior ({dientes heli-
zoidales cdnicos) |

NOTA TMPORTANTE:

Sin entrar en mayores detalles hemos de decir gue el perfil de
evolvente esférica definido anteriormente,no se emplea nunca en

la practica.
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21 motivo de no usar este perfil es
que en é1 né existe nada parecido a
la cremallera de flancos planos,como
en el caso de ruedas cilindricas,lo
cual complica extraordinariamente su

tallado y rectificado con herramien-

tas normales,

En efecto,el equivalente de la crema-

llera es una "rueda plana® de perfil
de evolvente esfdrica,como se vé€ en la fig.

En esta cremallera se observa como los flancos de los dientes
no son superficies planas,sino alabeadas.Ademas,esta rueda
tiene como axoide un plano diametral,pudiendo tener cualquier

cono base.

Ruedas conicas practicas:

El perfil realmente empleado en las ruedas cdnicas es el llamado de
"dientes piramidales" 1 "octoides".En ellos,la rueda plana correspon-
diente tiene flancos planos,comd veremos mas adelante.

NOTA:Estas ruedas c¢dnicas son mueho menos perfectas que las de evol-
vente esférica,de modo que producen ruidos en su marcha,no ad-
miten velocidades elevadas,étc.

La formacion de estas ruedas puede resumirse en la siguiente forma:

(récuerdese que todas las magnitudes de los dientes hay que definir-

las sobre la superficie de una esfera )

Para obtener una representacidn plana aproximada de esta superficie

eséérica,y tener,por consiguiente,la posibilidad de realizar un . tra-

zado plano lo mas aproximado posible del perfil de los dientes,el
procedimiento més simple consiste en proyectarlos desde el centro

de la esfera sobre un cono exterior tangente llamado ”cﬁno comple~

mentario”.

Este cono toca a la esfera a lo largo de la circunferencia axoide




de nmodo que sus generatri- '
ces resultan perpendicula-

res+a las del cono axoide,

¥y su 4ngulo en el vertice
es el complementario de est

En la rona de la dentadura,

la distancia entre la esfe-

ra v el conoc complementario

es tan pequefla que la forma

del perfil no queda muy deformada en la proyveccidn.
Desarrollando luego este cono complementario se obtiene un sector

circular plano dentado,que es un trozo de la llamada "rueda cilindri-~
ca equivalente®,

=Bl radio de esta rueda cilindrica equivalente es mayor que el de la
rueda cénica RPe(2) = RP(E)/coséé

¥y el "numero de dientes equivalente" tambien serd mayor

ze(z) = 22/00552

~Lla mayoria de los problemas relativos al engrane de dos ruedas cdni-

cas pueden estudiarse sustituyendolas por las dos ruedas cilindricas
equivalentes,con sus correspondientes nﬁmero'de dientes equivalentes,
NOTA:E1l pequefio error cometido con esta sustitucidn proviene de que
el perfil del diente en el cono.complementario coje puntos de
distintas esferas concentricas de la rueda real,de mode que
son puntos que no engranan entre si,puesto awme se mueven en
distintas esferas,
-Ei perfil de los dientes de estas ruedas equivalentes,obtenidas al
proyectar ruedas de dientes octoides,es bastante aproximado a un

perfil de evolvente,como veremos mids adelante.
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Rueda planas

/ v
Cuando el angulo de uno de los conos es de %0 ,*endremos una rueda
plana,:l cono complementario correspondiente se convierie en un cie-
lindro,como se ve en la fig.

Si se trata de diebhtes pira-

midales,al desarrollar luego
este cilindro se obtiene un
perfil de ¢remallera con flan
cos casi rectilineos. -

D ¥as exactamente,el flanco de

esta cremallera es el trozo

central,casi rectilineo,de una

senoide muy amplia,tal como se ha seilalado en la figuxra.
Inversamente,puesto que el perfil esférico. de los dientes de una
rueda cdnica es conjugndo decl de la correspondiente rueda nlana,

vy dado que el perfil plano del diente de la rueda equivalente es
conjugado del de la anteridor cremallera, (dibujada en la fig.,apro-

! ximadamente de dientes rectos),se deduce,en consecuencia,que el per-

fil de un diente piramidal es bastante parecido a una evolvente de

circulo.

}y/ —Partiendo de esta rueda plana asi de~-

finida,pueden hacerse las mismas con-
sideraciones que para las cremalleras
en engranajes cilindricos. (Cada cre-
mallera engrana con todas las ruedas
_cdnicas,con tal de que tengan el mis-
no paso base)
NOTA:Existen en la prdctica dos tipos de dentaduras piramidales.
(2} . ~%n 1a dentadura piramidal de "primera especie",la rueda de re-
ferencia es una rueda plana (aXoide blano)

‘ ‘ Dos ruedas cdnicas que sean conjugadas de esta rueda plana
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tambidn son conjugadas entre si,y engranan correctamente -

[}

i — = /\%/
i = g —

-IEn la dentadura piramidal de "segunda especie",la rueda de referen-

cia no es realmente una rueda plana,y lo que estan en un planc son
las cabezas de los dientes.Tl axoide es,en realidad,un cono,

(Este tipo se ha introducido para simplificar el proceso de tallado)
In este caso,dos ruedas cénicas conjugadas de este perfil de refeo-
rencia no son conjugadas entre si,y no engranan correctamente.

(Aunque si los requerimientos no son muy elevados,pueden usarse)

Ruedas conicas interiores:

| x“

.

%
A
N

T
!
i
,I
kS
%



O

46

1=2-5-3,~CARACTERISTIC.,S CONSTRUCTIVAS .-

~Se definen exactanmente igual que en los engranajes cilindricos,
a partir de las correspondientes "ruedas cilindricas ecuivalentes",
cuyoes radios y nuneros de dientes,segun vimos,sons

R = IR cos§

‘Be B /

z_ =z / cos§

e
Tambiédn se suelen dar los datos constructivos en magnitudes angulares

7 .
corto se vé en la fig.,

—-Conos complenentarios,exterior
e interior

-Cono de cabeza v de fondo

~Angulo de cabeza 5;

-fngulo de fondo %,
=Longitud del diente L
{Se toma siempre menor de la
tercera parte de la generatriz
de contacto)

- Altura del diente a, .

Coincide en magnitud con la altura del diente medida sobre la
rueda equivalente a ) '

- Rc radio de cabeza de la rueda conica

~ R,

I

radio de fondo de la rueda conica
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~Tgualmente se definen a partir de las propiss de las ruedas cilin-

dricas equivalentes, - *

_\Q§¥\
.

~Circunferencias primitivas equivalentes CP
~Circunferencias de cabeza y fondo,equivalentes Cce,CQe

_ﬁngulo de presion de montaje cos = (RBe(2)+RBe(3)) / 012013
-Paso circunferencial eguivalenie

Poe = Z.ﬁ.RPe/ Z

-Modulo equivalente
Mg = 2.Rp, / %e

.

Como es logico,el médulo medido en laz circunferencia equivalente

es igual al mddulo madido en el cono,cpmplement.axt;de;la rueda céni

ca
efecto, Me = 2Ry / Z, = (2.Rp/cos§) / (z/cosd) = QRP/Z = m

-Alturas de cabeza,de fondo y total equivalentes

Zce ¥ Bee = Rpe 3 re T Rpe = Ree 3 2te T Pce T Zre
(La diferencia entre las alturas de cabeza y de fondo,entre ambas

ruedas,da el "juego de Tondo" del engranaje)

-Espesor y huecc en la circunferencia equivalente e
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-Los datos de funcionamiento,referidos a las propias ruedas conicas,

serdn: (Angulo entre ejes ¥ ) -
/v

- R, = radios primitivos de las ruedas conicas = m.z / 2

I
-
I

longitud de los dientes = R, / sen

-§, = dngulo de cabeza del diente.Se tiene : tagy, = ag /L

-jfv: angulo de fondo del diente. Se tiene: tagzg = ag / L

'EL,= semiangulo de cabeza (cono de cabeza) 8, = S+ ¥,

-E% = semiangulo de fondo (cono de fondo) 5} =§-~ L@

—Rc = radio de cabeza de la rueda conica Rc = RP - AB cos&_

= m,z/2 . '

RC m.z/2 + a, 4008

R = radioc de fondo de la rueda conica Ro = Ry - BC.cosd
Ry = m.z/2 - af.cosé‘

=R° = radioc medio de la rueda conica R =R_ =~ L.senJ”

m m P 2

= L
R = m.z/2 - 2.sgnf




O

1-2-5-1.«5NGRANALJES CONICOS D3 DIENTES THCLINADOS (=

Generalidades:

Las ruedas cdnicas de dientes
espirales son el equivalente

de las ruedas cilindricas he-
lizoidales ya estudiadas,

En estas dentaduras,la linea

directriz del diente,en lugar
de ser una generatiiz del cow

no axoide,dibuja sobre é1 una

espiral,
Tn principio,la forma de esta directriz del diente puede ser cual-
quiera,ya que cada punto de la ruéda se mueve sobre una esfera,y lo
que ocurra en esa esfera es independiente de lo que ocurra en las

otras concentricas.Bn la fig. se observa claramente la formacidn de

una rueda de este tipo,partiendo de una hipotetica dentadura escalo-

nada s

En realidad,la férma de esta directriz depende del sistema de fabri-
cacidon.isi existen en el mercade una serie de dentaduras cdnicas

espirales,que nasamos a describir brevemente,

Dentadura helicoidal:

Al igual que las ruedas cdﬁicas de dientes rectos estudiada,la for-
ma del diente se define a partir de las carac#eristicas de la mrueda
Plana correspondiente.

La directriz del diente de esta rueda plana es una recta,pero que

no converge hacia el centro del cono,sino que es tangente a un pe-
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quefio circulo interior.

NOTA:Las mismas mdquinas que tallan las
dentaduras rectas pueden tallar estns
con un simple desplazamiento del por-
taherramientas,cono se vera mas ade-

lante,

Dentadura Gleason

LL]

La directriz del diente de la rueda plana de referencia es una cire
cunferencia.lLa superficie del diente

es un cono de revolucion de eje normal

al plano primitivo,y cuyo semiangulo es,

precisamente,el angulo de presion.

La traza de este cono sobre el planoc

primitivo sera un arco de circulo,y la proyecchon del eje del cono

es el punto M ,en la fif.

Dentadura.Oerlikon=

La directriz del diente de la rueda plana
es una epicicloide alargada.

Su formacion puede verse en la fig,

¥y unas ideas de su tallado se veran

an este Tema,

Dentadura Klingelgerg:

La directriz del diente de la rueda plana
es una evolvente de circulo,cuya base es
un pequefio circulo interior.La. superficie

del diente es aproximadamente un helizoide

desarrollable,de eje normal al plano primi-

tivo.La traza del helizoiide con esta plano es precisamente la evolver
te del circulo base,y el angule de presion es el de la generatriz de.
helizoide.Zsta dentadura tiene la ventaja de que el espesor de los

dientes es constante,no disminuyendoe con su distancia al centro del
cono. : :
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2-1-1,~VELOCIDAD ¥ ACELINACION TN UN THNSTANTT.VRL..DE NUSLIZAMITNTO, -

Sean los miembros 2 ¥ 3 de la fig.,sobre les cuales se han colocado
sendos perfiles conjugados AB ¥y CD ,en contacto,en ese instante,en
el punto T.

Por ser perfiles conjugados ya sabemos que la relacién de velocida-
des se mantiene constante.

Sin embargo,dada la gran importancia que en el funcionamiento y du-
racion de un engranaje tiene la velocidad relativa de deslizamiento
(que es 1a que,en definitiva,provoca el desgaste de les dientes),
vamos a hacer algunas consideraciones sobre la misma,haciendo uso

de los conceptos estudiados en cinemdtica de los mecanismes planos.

4.0
u-":.“x/

a
Segun sabemos: .
VT(Z) ='W'2.012T
Vr(3) = Va(z) * Vo(e Ty = Vg ay =V
T(3) T(2) 7 'v(2-3) = 'r(2-3)" '7(3)7'7(2)
V. = .
T(3) = ¥3+015T |
Como poxr ser perfiles conjugados: w3/w2 = 012P/013P = cte,
. T ~ - . - . —_— N
resulta gque al variar 012T Y 013T variara tambieén VT(BAE) ,diferen-

—

cia vectorial de los vectores VT(B) v VT(Z);

Ea—

El vector VT(B“Z) (velocidad de deslizamiento) es un vecior para-
lelo,en todo instante,a la tangente comin a los dos perfiles,en el
punntoe de contacto,d lo que es igual,perpendicular en todo mommento

a la linea PT,que une el punto de contacto con el punto primitive P

o . R .
Como VT(3-2) zz w32.PT » ¥ w32=cte.,resu1ta que VT(B—Q) es variable

13

y proporcional,en todo momento,al segmento PT
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-Bn realidad,el punto primitivo P no es mas que el c.i.r. del miem-

" -

bro 2,en su nmovimiento relativeo alrededor del miembro 3,..De esta
formas Voq = T(2—3)/ TP

Cono es l&gico,si Wy ¥ w3 son las velocidades angulares de 2 ¥
‘de 3 ,¥y consideramos 3 fijo:

W23 = 'Wz + 'W'B

= TP (Wz + W

Vp(2-3) 3)

Introduciendo en T los dos
+ = 1

vectores w23 v -w23 s

iguales y contrarios,se

. tiene para la velocidad de T:

a) Una rotacidn

1«23 = W, w3
s/ - 1
b) Una traslacion,dada por el par w23 #23

NOTA:Cuando el contacto entre los dos dientes se efectua en el punto

primitive P ,

v V. 6§ TP = 0
T(2) - "7(3) © T

y por consiguiente,
VT(B—Z) - O




53

L

20142, ~VELOCIDAD EN TINSTANTIS SUCESIVOS ., TCUACTON DT LA VSLOCTDAD,.-

Como sabemos,entre perfiles conjugados se verifica siempre

wz/w3 = ‘@P/OEP
que es la ecuacidn de la velocidad en estos mecanismos.
~En cuanto a la velocidad relativa 6 de deslizamiento,wsta en el
punto anterior para un instante cualquiera,hemos de hacer algunas
consideraciones sobre su evolucidn de un instante a otro.
Para ello fijémonos en el engranaje de la fig.,construidos en este
caso de perfiles de evolvénte,aunque puede hacerse extensivo a.

cualquier par de perfiles conjugados.

‘\Qm

\

Como sabemos,sobre la linea AB estardn los sucesivos puntos de con-

tacto entre los dos perfiles conjugados. En el punto A estarn en

contacto los puntos a, ¥ a3 2y en el punto € los ¢ s0btew

2 ¥ ©3
nidos trazando sendos arcos desde O12 v 013.
En el punto B estam en contacto b2 ¥ b3 yyfinalmente,en el pun-

to. D estamn en contacto d, ¥ d3 (1o mismo se podria decir de

todos los infinitos puntos de los dos perfiles)

~En consecuencia,mientras los dientes estan en contacto entre A ¥ C,

las superficies de ambos dientes,en contacto,habran sido anC, ¥
- . —————— —

a,c,.Como se apreci Jlarament : fig, Z 2

3% nr a claramente en .la fig,, a202>-1303

. —_— T .
De igual modo, b2d2< b3d3 .
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&1 deslizamiento relativo serd,en cada caso,
. ——— ——
P —
a,.c,, — a,c b.d, - b.d
“pf2 T 23%3 ¥ Ppfa T P37j
-S4 la misma construccidén la efectuamos sobre intervalos cada vez

més pequefios,veriamos lo siguilente:

" a) No hay deslizamiento en el punto primitivo.

b) E1 deslizamiento aumentd a medida que el contacto se aleja del
punto primitivo (2 medida que aumenta TP)
c¢) E1 sentido -del deslizamiento cambia de signo al pasar el contacto

de uno a otro lado del punto primitivo.

~Por ultimo,puede r=sultar til conocer el concepto de "deslizamien-

to especifico”,definido sobre cada miembro por: (en el intervalo AC)
'sobre 2 : (3 ¢, ,-a,¢ a,c |
( 272 3 3)/ 373
P T R
sobre 3 3 (azcz-a3c3)/a202
Para una mejor marcha del engranaje,evitar desgastes,etc,el valor

del deslizamiento especifico debe ser la mas pequefio posible.
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2wl ~CONTINUINAD DRL BYGRANT,S5US CARACTRENISTICAS =

Linea de engrane:

3

In el movimientq de las ruedas dentadas de uﬁ'engranaje,l?amamos
linea de engrane al lugar geometrico de los sucesives puntos de cone
tgcto entre los dientes,

En las figuras se han representado las dos lineas de engrane simetri-

cas,para el movimiento ideénticoe en ambos sentidos,de dos ruedas der-

tadas .

Desde luego,la forma dé-la linea de engrane depende de la Fforpa del
perfil de los dientes.Graficamente puede dibujarse esta linea siguien
I do el procedimento que eXponemos:
(Partiendo de dos perfiles conjugados
AB, ¥ ABBB)

12 ,Zscojemos sobre el verfil A2B2 una
serie de puntos 1222394252....

22,Por cada uno de esos puntos trazamos
la normal al perfil,obteniéndese los

) segmentos: 11! , lzlé ’ 131§ gos e

32.Por ser perfiles conjugados sabemos que-.cuando 1 ¥y 1, esten to-
candose, 1} ¥ 1! estaran en ¥. Por tanto,haciendo gi%ar el miem~

“bro 2 (todd 1lo due sigue se puede también anlicar al miembro 3)
hasta que 1! , 1!

) s+ 1) 4+.. coincidan con P ,tendremos los puntos
- 3 g
192’J$h:-'-.

Le,1a linea que une estos puntos 1,2,3,4,... es la linea de engrane

NOTA:Como se ve,la linea- de engrane puede tener cualquier forma,sin

() nisiguiera tener porque ser simetrica.
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Zone. v segmeinto de engrnne:

Naturalmente que 1la iinen de engrance no tend:rd une longitud infinita,
pues los dientes entran en contacto en un puﬁto dleterminado y lo de-
jan en otro,también fijado.,la distancia entre esos dos puntos,medida
sobre la lineaz de engrone,se denomina "sepgmento de engrane”,

Cdmo es ldégico,los dientes empiezan a tocarse cuando el extremo de
la cabeza de uno de ellos (el miembro conductor) toca a un punto del
otro (en el miembro conducido). For tanto,el segmento de engrane
queda definido por las circunferencias cde cabeza,comno se ve en las

figuras,

Grn,

D,; 0|1
a:%z

Lo

s

Las Areas rayadas de las figuras constituyen las denominadas "zonas
de engrane".

El segmento de la linea de engrane situado deptro de 1a%20na de en-
graneles el'segmento de engrane'

Su longitud puede medirse sobre el mismo dibujo,efectuado a escala,

Zona activa del flanco:

Bl contactdb de un diente con si conjugado empieza siempre en su cabe-
za,pero termina en un punto de su flanco cuya posicidn exacta no de~

pende de la propia rueda,sino del circulo de cabeza de la rueda engre

nada,asi como de la forma de la linea de engrane.

La zona de un diente que entra en contacto con otro se llama "zZona

activa del flanco®,.
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Arco de acceso,receso v conducciont

In la fipura se muestra la posicion de dos

13
A dientes al inicio y al final del contacto,
| .
| O En ella,llamarenmos:(sobre las circunf,primiti
B 5 6, = sngulo de accidn (total) 6 de conduccidn
—
/ B, = angulo de acceso
/ S 6, = angulo de receso
' ePc = arco de accidn 6 de conduccidn
/ e? = arco de acceso
/ Pc = arco de receso
aPb = segmento de engrane,d trayectoriaz de
contacto.
aP = trayectoria de acceso

Pb

trayectoria de receso
Como es logico,las trayectorias ¥ arcos de acceso ¥ Ireceso son igua-
les,respectivamente,para las dos ruedas del engranaje,

Sin embargo,los angulos Gt , 0

a 'er no lo serdn,si nd son iguales

los radios primitives de las ruedas,

Razon de contacto 4 coeficiente de recubrimiento:

Para que el engrane de dos ruedas s2 realice con continuidad es nece-=
sario que una pareja de dientes emphece a engranar antes de que ter-

minen de hacerlo la pareja anterior. '

Para ello es necesario que,como minimo,e} arco de accidn sea igual
al paso circunferencial.

Definiremos la razdén de contacto para un engranaje cualguiera por:

' E= epe /p_

s, : ' N ) .
como es logico, € debe ser mayor que la unidad,estando comprendido

generalmente entre 1,1 v 1,4
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Observaciones sobre la continuidad del engrane:

Aunque mas adelante se estudien con todo detalle los problemas rela-
tivos a la continuidad del engrane {que afectan también a los proce-
sos de fabricacidn de las ruedas dentadas) ,tanto en engranajes nor-
malizados como si né,no esta demas ahora hacer una serie de puntua=-
lizaciones para dque por lo menos tengamos idea de los problemas que
existen sobre el particular,y que seran anaslizados con todo detalle
en los puntosjsiguientes.

-De lo dicho hasta ahora.serdesprende que si £<1,cuando dos dientes
dejen de estar en contacto,aun no estar.an los dos siguientes tocan-
dose,Tsto es lo gue llamaremos "contacto intermitente',.

~También se comprende de lo dicho que en una transmistdn por engra—
ngjes es conveniente tener un segmento de engrane tan largo como sea
pesible,Un segmento largo hace gue mas pares de dientes esten en
contacto simultaneamente,distribuyvendose mejor la carga sobre los
mismos,en vez de actuar sobre un solo par,

Naturalmente,un segmento de engranellargo requerira dientes de al-
tura de cabeza grande,y esto puede‘originar problenas adicionales,
como :

1?2 fue los perfiles conjugados se junten demasiado en la cabeza,hae

ciendo un diente puntiagudo,y por tanta,débil.

29 Que la excesiva altura del diente haga que parte de €1 entre en

contacto con el otro diente fuera de la linea de engrane,produ-

ciendose el fenomeno de "interferencia®,
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2-2=-1~1.~ECU CTON DI TA VELOCIDAD4RELACION OE TRANSMISTION,-

En estos engranajes,en una seccidn normal cualquiera,se verificara

siempre: I N P e S -
WalWy = 015P/0;,R = Rp(3)/Rp(2)

es‘decir,la rélacidn de transmisidn es la miéma que la existente
entre las circunferencias axoides.
Igualmenﬁe,también s¢ puede escribir:

Wg/w3 = z3 /"zz
es decir,la relacidn de transmisidn es igual a la inversa de la ra-
zon de dientes.

NOTA :Observese que la relacidn 23/Z2 es una magnitud bonstante,inde—
pendiente del valor de los radios primitiv;s.Si se separan los
ejeé de las ruedas del engranaje,los diametros de las circunfe-—
rencias axoides (primitivas) aumentan,pero siguen conservando
la misma relacidén anterior.

En estos engranajes,al igual que vimos en los puntoé 2=1l=1 vy 2-1-2,
el movimiento relativo de un diente sobre el otro se compone de uns

rotacidn y una traslacidn instantaneas,de valor:

W

]

W + W

23 = 3

Como sabemos,la velocidad de deslizamiento varia de un instante =
otro,sobre un par de dientes considerados en una seccidn normal

.

cualquiera,paro es iddntica en las diferentes secciones de la rueda,
para los mismos instantes del movimiento.
Zn estos engranajes el contacto entre dientes se estableca brusca-

mente,a Jo largo de toda la generatriz,y justo cuando la velocidad

relativa tiene el mayor valor.
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2-2-1-2-CONTINUIDAD DﬂL SHGUANTS s CANACTENISTICAS o =

Linea v scgmento de engrane:

Como se sabe,en los perfiles conjugados de evolvente la linea de en-:
grane (hilo tensor)} es umna linea recta,cuya inclinacidn respecto de
iz normal a la linea de centros es el dngulo de presion ¢ empuje o,
81 segmento de engrane es la interseccidn de esta linea con la cir-
cunferencia de cabeza de ambas ruedas.

Se sabe,ademds,que el angulo &®,que mide la inclinacidn de la linea
de engrane,varia al variar la distancia entre ejes,fn consecuencia,
al aumentar la distancia entre ejes dé dos ruedas,se disminuye la
longitud del segmento de engrane.

in la fisura,donde se representan

las diferentes posiciones del en-
A

i grane de dos ruedas dentadas,puede

apreciarse todo lo dicho.

Zona activa del flanco:

Vn

Segun anteriormente se definio

la zona activa,la longitud de
esta depende de la circunferen-
cia de cabeza de la rueda que
engramna cbn ella,Dada la inter-
cambiabilidad de las ruedas den
tadas de perfil de evolvente,es
necesario,al tallar estas,preve
una zona activa mayor que la

que luego se va a emplear.

De aqui que resulte muy util,

para un engranaje dado,conocer

.

el limite de la zona activa de




._ ;

61

cada rueda. (.n definitiva,hemos de calcular el radio util tle fondo

Ruf)

. T
iIn la figura se tiene,en el triangulo 012TA H

Rug(2) =\/R§(2) + (RB(2).tagaL - pa)®

El valor de PA depende de las dimensiones de la rueda 3,

Zn efecto, . Pi = TJA - TP .
> 3 1A = [R? - r®
2 c(3) B(3)
1 =
‘1‘3P _.RB(,}).tag'x
Sustituyendo:

Rug(2) =\/R§(2)” [RB(z)'tag"“/Rz(s)'Rg(s) *RB(B)‘Z"JJ

Angulos vy arces de acgceso,receso vy conducceidn:

Siendo de aplicacidn todos los conceptos estudiados anteriormente,
vamos a aplicarlos a ruedas de perfil de evolvente,y calcular sus
valores: - O

~Trayectoria de acceso = aP
En el trlangulo 012_ se tiene:

P/senp = 0 ,a /sen{90+x)

o _
w/\-u = “"‘-'_\-«“4. .

sen g = (012P/012a) sCcOSY
p= arcseng
también - aP/sent = 0, 0,,P/senp <

¥= 180 —(90+%) -p \\
a

sustltuyendo y desnegando.

0;,P w.sen¥ 0., .sen [ 180-(90+«)-p]

aP = seng - senp

~Trayectoria de receso = Pb . Se calcula en la misma forma.

~Trayectoria de accidn = segmento de engrane = ab = ab + Db

~También es fAdcil de demostrar aue existe una relacidn sencilla en-
tre las trayectorias de acceso,receso y accidn,y las correspondien-
tes longitudes de los arcos,siendo:

trayec. acceso  trayec receso segnento engprane

long. arco acceso  long. arco receso long. arco accion

=Los &



BEn la figura se tiene: . ¢)

eP = '0_131’ B = B= eP/OlBP :ip\
4B = 0 b L= a'h

Pa=&F' = 01 p' «pr=>pp= a'p!/0yqP" -

E?/olBP = a’p'/0,,p'

que también se puede escribir:

015p"/0.4P = ap'/eP - Pa/eP ..
RB(B)/ RP(3)::£IEz§FP§E§2m Coa

l@reo. acceso

j : COmo RB(B)/RP(B) = casy ,queda

aATYCO acceso
= =yﬁosd,
trayec., acceso

Igualmente podria demostarse para los stros valores.

Razon de contacto & coeficiente de recubrimiento:

Debido a que en todo momento
L 01 3 A2

la tangente a los perfiles en
contacto es normal a la linea

de engrane,y dque en la curva

;><:\*\Nﬁh\ A f/;»{:evolvente la distancia entre

dos perfiles medida sobre la

\
/

normal comin es la misma con

O independencia del punto escogi-

do,podemos decir que

siendo AA' el segmento de engrane ¥y ﬁ;ﬁg = ﬁ;ﬁé 1o$ arcos de con-
duccidn medidos sobre la circunferencias base (Tguales,por definicidr
de evolvente)

‘Para que cuando una pareja dz dientes dejen el contacto ya haya otra

tocandose,es necesario,en esta dentadura,que el "arco de conducciocn

sobre la circunferencia base sea mayor dque el paso base".

C) Llamaremos coeficiente de recubrimiento en estos engranajes,a la re-
lacion: AA? PA! AP
E= o = o + . = €2 + E
B B B 3
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El coeficiénte de recubrimiento total puede considerarse la suma de
dos coeficientes parciales 82 v €3 «EL prime?o solo depende de la
longitud del segmento PA! sel cual a su vez,solo depende de la geo-
metria de la rueda 2 , En cambio, 53 depende solé de la geometria
de la rueda 3.
En la figura se tiene:

PA' = TA' -~ TP
2 2 ’
:\/RC(2)~RB(2) —‘RB(?).tagK
como 82 = ﬁﬁﬁpr‘ g yquedaz:
R
B(2 2
F= "P}E_l [‘/(Rc(z)fRB(z)) - 'tagfgf

como 22 .; 2'K.RB(2)/pB

tenemos finalmente:

- : R
€p = 22'5%‘[%(30(2)/%(2))2“ * "tag"‘J = zz'Qz(ﬁ‘ng_; 2 )

B(2
siendo Q2 una "funcién de recubrimiento! de la rueda 2 dque vale:
2
R
Q, = 5%%}[ ﬁgigl -1 ~ tagg
B(2)

Bl mismo .. razonamiento puede aplicarse a la rueda 3ytenemos en de-~

finditiva: ) _
8:52 + 63 = Z,.Q, + 23.Q3

Conmo se desprende de las formulas anteriores,e; coeficiente de rew

cubrimiento en un engranaje dado depende de los ntimeros de dientes?

del radio de cabeza
y del éngulo de presion empleado,.Por ello,el coeflclente de recu~

brimiento variarsa al separar los ejes de las ruedas,

NOTA:E1l coeficiente de recubrimiento puede calcularse midiendo,a

partir de un dibujo cuidadoso,los segmentos AA' y dividiendolo
por el paso base pB.

NOTA:0Observese que conocide 52 »es facil hallar el valor de 1a lon-

giyud de la trayectoria de acceso PA = Py W€
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R2=2=1=3,=-0BSSRVACIONTS SCDRE LA CONTINUIDAD DT EHNGRANE, -

Contacto intermitente:

3

Como ya se dijo,cuando la lqngitud del segmento de engrane es menonr
que el paso base,se produciré la perdida de contacto entre los dien-
tes,d contacto intermitente,
Para evitarlo podemos recurrir a aumenter la longitud de la linea de
engrane,é sea,a aumentar el coeficiente de recubrimiento.
Para ello,segun vimos en el punto anterior, E aumentard al aumentar
el radio de la circunferencia de cabeza RC (Conservando cte. la dis-
tancia entre ejes,$ sea, X ), ¢é al disminuir el angulo & (acercando
los ejes de las ruedas,caso de que pudiera hacerse sin modificar RC)’
6 aumentando los radios primitivos (los numeros de d;entes)
En las figuras se observa lo dicho,en forma grafica

JD;’g

/ol‘-} - ) ,Ij
{ » ’,‘ : ‘De

/]

s £
Qép“i
I
|
fo R_'tﬂ'
1
Re /' /f w= the
Z=cte

Interferencia:
En la figura se han representado

dos evolventes ilimitadas que erne
granan entre si,trazadas a partir
de las circunferencias b%se R

B(2)

nea de engrane comprendido entre las"tangentes




las tangentes a las dos circunferencias base.
Como se veé,mientras las evolventes se toquen entre T3 y Tz,engrana-
—
ran correctamente.En el punto Ta,la rama, a2b2 engrana exactamente
. Y. - ~~
en el pid de la rama a3b3. Mas alla de T3 s1a evolvente azb,3 en-
~

‘ . ’ L v — .
granaria con la evolvente aBbé,pero no con la a3b3 correshondien—-

te,a la cual corta,como se vé€ en la fig.,produciendose el feneémeno

de interferencia.

De esto se deduce qﬁe el engrane de dos evolventes nunca puede supe-—
rar los limites comprendidos entre los puntos de la lineca de engrane
tangentes a las circunferencias base, Si la circunferencia de cabeza
de una rueda tiene un diametro mavor que este limite se producird la

interferencia,y el movimiento quedard blogueado.,

~El valor mdximo del radio de cabeza de una oi3
s o
rueda que engrana con otra dada,para que nd £33
se produzca el fendmeno de interferencia,
<3

se calcula facilmente,como se vd en la fig, \\s\‘%_
(Observese que este radio no tiene nada que
ver con el "limite de apuntamiento,visto en )
: o

: Rev
el punto 1-2-2-2)

/

D2

TgTy = (RB(2)+RB(3))taga

L

RC(2)max=\/R§(2)+(RB(2)+RB(3) )z.tagzﬁ

oniendo los radios base en funcidn de "7 'z¥quedaria:
PB Y b .

. - Z, ;%

- - 2 2 332 2

Rc(z)max; 85("’)/ 4 -}-( Qe(.z);; Qai@):ﬁug%q = Pa.\ [/ 14( - ) tag®
B . M . BL?.) - Z‘f( : 2

En-esta expresion se observa que la posibilidad de interferencia
disminuye (4 la posibilidad de aumentar el radio de cabeza) si se
aumenta la distancia entre ejes(aumentando el dngulo « }é si se dis-
minuye el radio de la circunferencia de cabeza (dientes cortos),é si
se aumenta el numero de dientes (conservando,por supuesto,la misma
relacidn de transmisidn) . En definitiva,todos los metodos quedan

reflejados en las figuras adjuntas.
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A\ / Z = (,ge
,/ & = cte
Ty Lot
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\3: ﬂéc
Ko = tde

NOTA: De todo lo anterior se deduce también una importante re

lacién entre el ntimero de dientes, el 4ngulo de presién

y el coeficiente de recubrimiento de un engranaje.En =

efecto,

como 22/33 = RB(2)/RB(3)’ queda al sustituir en la ex==

presién anterior:

Zza  Ro(z)max _
2 - =

Z, + 2z '
8 1-#(—3—;—2~)2 “ tags
3 B(2) 2

como también £= 22".Q2 + z3.Q3 siendo

Q=

1 C 2 .
A R )¥ =1 ~tagk

dueda al sustituir y simplificar

__.Z -+ 2 »-
Emax = 77 . e

! Zo+ Zap 2 :
&£ = Z, o 3% \/1+(—-—z-2—-:j rtage =1 —.tagX|+:

T Z 42
2 2, 2
%3 /’*('—;;2) tag'w -1 ~tag«
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N -

Zy+ T
.1 2 3
€= z2' 2fr( Zy

i (22 +»23

tagd = tago{)+z3. 2% "z,

tag® = tage )

Z. 4+ Z, 2

que nos da él valor del mlximo coeficiente de cubrimiento,
que se puede pbtener con dos ruedas de Zo ¥ 23 dientes,engra-
- nadas con el 4ngulo &, y con los méximos radios de cabeza po=
sibles para que no ocurra interferencia,
Segtin esta expresiénm, dado unos valores de z

2
ciente de recubrimiento puede aumentarse aumentande el 4dngulo

b2 Zs,ellcoefin-

®{ s ¥ poniendo, en ese caso, el valor de Ro o ax COTrespondien-

te.(Obsérvese que al aumentar X aumenta, si se aumenta el radio

de cabeza, la longitud del segmento de engrane )

NOTA: La expresidén anterior también admite otra interpretacién:

En efecto, 2k

tag« = 8max ¢ 224-23 (1)

Al faximo radio de cabeza, sin interfe-
rencia, ocurre cuando las circunferencias
1 de cabeza pasan por los puntos T3 v T2

En estas. condiciones,

‘ Emax = P, 2
R B .
. (Obsérvese que el menor valor del seg=
011 mento de engfane corresponde a cuando

ambas cilrcunferencias base son tangentes
en el punto primitive. En esas condiciones, T2T3=(?=ﬂ> S:O)}
= Pues bien, para que B sea mayor que l, es necesarioc que T2T3:>PB,
lo cual, para dos ruedas de Zy ¥ Zg dientes, implica que X ha de

tener un valor siperior a uno minimo,
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= En la tabla se muestran una serie de valores de «y minimos,
correspondientes a diferentes valores .de €, con la condi=-
dicién de utilizar

Valor de (£} necesario para obtemer una longitwud Geil (T,\Ty
como segmento de ;

de 1a’ Xfnea de engrane mayor que el pase (§-]

engrane toda la lon- R Cna = BT
r— (] 3
gitud 2’1‘_3, 1,0 1.2 1,4 1,8
. i . - _
(Tn 1la préctica no "0 o '
se utiliza nunca toda 12 27.6° hpuntanento
’ 14 24,7° 28,3
la linea T°T3’ por lo que 16 21,4 25,2
o 18 | 19,7 22,7 26,0°
los valores de & han de 20 17,48 2.7 23,7°
- 24 14,7 17,4° 20,1° 2,7
ser sensiblemente ma- 0 g 1o 6, 18,5
yores). 40 8,9° 10,7 12,4 19,1°
100 3,6 4,7 5,0 5.7
oa o o o o

= Nimero minimo de dientes,=

En estos engranajes existe un lfmite inferior al ntimero de dien-
tes determinado por la necesidad de un coeficiente de recubrimi-
ento suficiente, combgnado con la condicién de apuntamiento,

En pifiones de pocos dientes, el radio de cabeza para conseguir -
un recubrimiento suficiente tiende a ser muy grande, En este ca=-
so habri que comprobar que no se Ha superado el limite de apunta-
miento,

~En engranajes de dientes rectos de perfil de evolvente, los dimi’
tes absolutos se encuentran en pifiones de "seis",dienté, para -
engranaje entre ruedas, y en piﬁonés de "cuatro" dientes, para =
engranaje con cremallera,

~De todo lo dicho se deduce que para una rueda dentada dada; 1a
méxima relacidén de transmisién que puede lograrse viene fijada
por el nimero de dientes de la rueda mé&s pequefia{o mas grande)

que puede engranar con ella, sin interferencia,
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2-2u1-l,-CASOS ESPRCIALES,—

Cremalleras:

E1 estudio de la continuidad del engrane en engranajes de perfil de
evolvente con cremalleras tiene unas particularidades que son muy
importantes de resaltar.

~En el caso de rueda—cremallgra,el radio base de la cremallera,as#
como el de cabeza,tienen longitud infinita.Sin embargo,existe un
valor limite paba la altura de cabeza de la cremallera que engrana

| con una rueda dada, a2, sdue mo se puede paszr si no se quiere que
\
\

aparezca interfarencia. En efecto,
el

en la figura:(abes/

PTB = R .Senoﬁ

p(3)

) .Sen%c .

P(3

0“.: (o2

_— R N 2
#c(2)max™ “p(3)*TRX

~En cuanto al coeficiente de recubrimiento,se calcularia en la forma
va conocida €= £, + €3 (siendo el miembro 2 la cremallera)
83 se halla aplicando las formulas conocidas.Sin embargo,al apli-
carlas a la cremallera nos encontramos con la expresion /6= ,por
lo que no podemos hallar 62] b

Sin embargo,en la figura se de-~
duce facilmente (2rriba)/ kr3

PAY = a,/senx

= - = R A U
pB pc. COS

8 = —"' = . -
, = PA /pB ac/pc Seno,cos




Ruedas interiores:

Ademds de ser de anlicacidn todo lo dicho para ruedas exteriores,en
los engranajes de dientes regtos de perfil de evolvente,interiores,
ha¥ que tener en cuenta la posibilidad de que aparezca la llamada
"interfergncia secundaria',que tiene lugar al tropemar las cabezas
de los dientes fuera del segmento de engrane,lo cual ocurre solo si
los ntmeros de dientes son muy proximos entre si,con lo cual los
radios de las.distintas circunferencias,en ambas ruedas,éon MUy Do
recidos.Debido a ello,en’ estos
engranajes siempre se deja una
diferencia entre 8 v 10 dientes
en ambas ruedas (para una ruede
interior de 60 dientes)  pProcu-

rando alejarse siempre de rela-

ciones de transmisidn proximas
a la unidad.
En la figura se observa que si se aumenta Rn(z) sylos dientes pueden

tropezar en 21 punto a vy b.
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2-2-2-1.-VELOCIDAD BN INSTANTES SUCESIVOS: EC.NE LA VELOCINAD, -

Igual que en los engranajes chlindricos de dientes reftos,se veri-

fica,en una seccion cualquiera del mismo:

wz/w,j = RB(B)/RB(Z) = RP(B)/RP(Z) = z3/z2

-Sin embargo,al estar en estas ruedas los dienies inclinados el an-—
gulo P (F? o} EB) los dientes sufren ademas uﬁ"Aeglizamiénto relati-
vo (como'tales dientes rectoé) v un pivotamiento alrededor del pun-
to medio de la generatriz de contacto,.
En la fig. se ha representado wumo de
los cilindros axoides vy en él,un punto
T de un diente,

Tgual que en ruedas.de dientes rectos,
el movimiento relative de 3 sobre 2
sera: Va5 = Wy 4 Vo

3 ’ -

que da lugar a un deslizamiento

VT = sz.TP

Sin embargo,al estar la generatriz de contacto inclinada,se tendra

. —_— —

" 3
32 + w32 siendo

1 —_ . .
w32 = w32.cospp la rodadura alrededor de la generatriz
de contacto

w!l

32

W .senp el pivotamiento alrededor del punto de
32 P -
contacto,en cada instante

~-En estas ruedas,ademas,la velocidad de deslizamiznto relative no es

la misma en todas las secciones transversales a loscillindros axoides

El contacto no se establece bruscamente a lo largo de toda una ge-
nefatriz,sino pau;atinamente,como luego veremos,

En efecto,debido al "corrimiento™ de los perfiles de los dientes

en las diferentes secciones transversales,cuando en un plano normal

dos dientes entran en contacto,en los otros planos normales el con-

tacto estard mas avanzado (8 perdido)



T2

-

2.2-2-2,=-CONTINUIDAD DZI. BNGRANT,SUS C'RACTERISTIC'S .~

Plano de engran2 v rectas de contacto:

Se llama plano de engrane al plano tangente a los dos cilindros base
Sobre él,domo se vé en la figura,quedan marcadas las "reclas de con-
tacto" ,con la dinclinacion PB'

Las sucesivas parejas de dientes se tocan entre si a lo lar-o de las

sucesivas rectas de contacto,

El segmento de engrane se define igual que para engranajes rectos,

sobre un plano perpendicular al eje de los axoides.Zn la fig. AY,

Isngitud de la recta de contacto:

En las figuras se o représentado,en plaﬁta,los dos planocs de engra-
ne correspondientes a una rueda de dientes rectos,y a oitra de dientes
helizoidales,dmbas de la misma longitud L. AA' es la longitud del

segmento de engrane,igual en ambas.

En la primera se observa como 1los

/1/1/1/ dientes entran en contacto en to-
p ‘ i l ﬂl .
¥ T da su longitud.la linea de contac
- # F oo _
— 1L} to AAl avanza paralelamente al

R
Voo ] ‘ eje de los axoides,

) En el dentado inclinado,los dien-

tes entran en contacto en un solc

— L ——{ F*—-l.——4 punto A.Luego,a medida que progre

sa el contacto,aumenta la longi-
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tud de la recta de’contacto hasta que al pasar por Al,los dientes se
tocan en toda su longitud,El contacto continua a todo lo largo del
diente,hasta que comienza de nuevo a disminuir la longitud de la rec—
ta de contacto,dejancdo los dientes de tocarse en el punto A'l.

~Como es 1ldgico,para una longitud L dada,el salto base Sh serd ma-

yor & menor,dependiendo de PB'

La longitud de la recta de contacto varia entre cero v un valor maxi-

. mo,valor que depende de la longitud L del diente y del dngulo PB s

6 lo que es igual,del salto Spe

En estos engrandjes pueden darse tres casos,representados en las fig:

a)
& —

¢ T

i
T f 24 ' Ba o
L]
o
A
]
v
‘o
by a 4}

a) sBz.iﬂ' In este caso,la longitud € de la recta de contacto
parte de O para llegar al valor miximo Coras™ L/cosF%
cuando la rueda ha girado un dngulo equivalente al ar-
co s, sobre la circunferencia base.

A partir de esta posicidn se mantiene el valor m&ximo
de C,hasta que,se recorre el arco AA!, Iuego comienza
de nuevo a disminuir,hasta anularse,

b) sg = Ad Coox™ L/cos?h = KK'/sean

-———‘ ' - ' 3
c). sp” AR Coox = 44 /senﬁh . Ig¥nl que en el caso anterior,la

longitud de la recta de contacto no aumenta,aunque se

aumente la longitud del diente,



Razon de contacto & coeficiente de recubrimientos

La existencia del salto base mejora

notablemente el coeficiente de recu-~

P ///>\ brimiento en estos engranajes.

/’/Aﬁ/h v ¥n efecto,cuando un extremo del diente
LS;;X(:;/// deje de engrznar con su cerrespondiente

—

O

conjugado (en el planoc frontal de las
ruedas, por ejemplo)el otro extremo del mismo diente {en el otro pla-
no frontal) todavia tendrd que girar un arco “sﬁ para que deje de en-
granar,de modo que el arco de conduccidn queda aumentado en un valor
igual al del salto.,siendo ahora la suma del arco de conduccidn co-

rrespondiente a2l perfil frontal?mds el salto base,

Segun esto,tendremos:
s

g. arco total conduceidn _ £ 4+ B
- paso - Tfrontal Py
NOTA :Observese que si se toma sBj-pB siempre sera mayor que la

unidad,por pequefio que sea el coeficiente de recubrimiento co-

rrespondiente al perfil frontal,

2-2=2-9,=0BSTRVACTONES SOBRE L. CONTINUIDAD DEIL ENGRANE, -~

Contacto intermitente:

Como se desprende del punto anterior,en estos engranajes es muy facil
evitar el contacto intermitente.Basta con que hagamos Sn >.pB ,10

cual es siempre posible,por pequefia que sea la altura de cabeza de

loes dientes,

NO?A:Las posibilidades -de estos emgranajes se llevan al 1{mite en los
engranajes helizoidales de contacto puntual,en los que el coe~
ficiente de recubrimiento frontal es cero,confiandose la conti-

nuidad del engrane exclusivamente al salto.
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2aZ203uml = RELACTON D5 TRANSMISTON EN LOS ENARANAJTES CILINDRICOS

DE DIENTTS HRET.IZOIDALTS 1'ARA RJIES I8 SN COTZAAN o -

»

-~ Como cada diente de una rueda engrana con uno de la otra,se

cumplird:

-3 _ %2
d = Vo - z3

Sin embargo, en este tipo de ruedas fo que ha de ser igzuale

en ambas es el paso normal Pn’ puesto que el paso frontal,-
al ser los dngulos 8, y B, diferentes, también serdn distin-
tos (piensese que ambas ruedas han de engranar con la misma-
cremallera, vy queren ambas ha de cumplirse:

Pn P2 . cos B,
= Pa(2) = Fa(s)

Py(3) = Py + cos By

En consecuencia,.la relacién de transmisidn serd:

2 Rz o5 B2
L 32 _ E& _ Pal2) _ R2 cos ﬂz
= = = 2R =
Yo 245 8 CosS Bs R3 cos B
Pn(B)

es decir, la relacién de transmisién no es igual a la rela-
cidén entre los radios primitivos, sino que depende tambidn
de los dngulos de inclinacién de los dientes.

Esto significa que para un 4ngulo entre ejes dado, con rue
das del mismo didmetro pueden obtenerse diferentes relaciow
nes de transmisién cambiando la inclinacidédn de los dientes
(con 1o cual cambiard de paso los niimeros .de dientes)
Inversamente, para un éngulo.? dado, si se mantienen fijos
los ntmeros, de dientes( y por tanto la relacién de transe-
misién),ml variar la inclinacidn de los dientes nos vemos -

obligados a modificar el tamafio(radios)de las ruedas.



- Bn este tipo de engranaje, aparte del deslizamiento,roda—e-—

dura y pivotamiento que se produce en-forma similar a la visg

ta para el caso de ejes paralelos, hay que superponer el desg

lizamiento adicional

Vy = Vn(2)+Vd(3) = WyR, sen @, +w3R3 sen B4

Al contrario que los anteriores (que se van modificando en =

magnitud a medida que va progresando el engrane entre dos ==

dientes, considerandolo siempre en un plano normal a 105 ===

ejes~plano frontal-), este deslizamiento V; es de magnitud -

constante, y mucho mayor que los anteriores.

NQTA:

NOTxA:

=1

La eleccién del dngulo de inclinacién mas adecuado para
los dientes esta condicionado por la Nécesidad de redu=-~

cir al méximo este deslizamiento(que produce fuertes pér
didas por rozamiento)’

Si en una rueda helicoidal se aumenta la inclinacidn de
los dientes, manteniendo constante el radio,el ntimero de
dientes disminuye (para un paso Pn dado, cada vez "caben”
menos dientes,

“uando el 4ngulo A sea présimo a 900, se obtiene un "tor
nillo helicoidal™, con uno, dos o tres dientes,

Tal tornillo engrana perfegtamente con cualdquier otra ==
rueda heliocidal del mismo paso normal, obtehiéndose un

tipo de engranaje de tornillo sinfin, de contacto pun~e=-
tual.

i~
AN
B

O
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2w2u3-2,-CONTTNUIDAD DEL ENGRANE.CAR\CTERISTTCNS.—

-~ En este engranaje, el punio de contacto entre los dientes de
las dos ruedas varia de un instante a otro, describiendo una
linea gue es la "linea de engrane®,

Zn efecto, si imaginamos el engrane de una de las ruedas con
la crémallera, se obtendrid un plano de engrane, el cual est4
formado por las necesivas lineas de contacto, Lo mismo ocurre
con la otra rueda y la misma cremallera,

En consecuencia, ambas lineas de contacto,diferentes de un -
instante a otro, se cortan en un punto en cada instante, que
es precisamente donde se tocan ambas ruedas,

El lugar geométrico de los sucesivos puntos de contacto es -
la linea de engranes. Esta lfinea de engrane, por otro lado, =
no es mas que la interseccién de los dos planos de engrane

de cada una de las ruedas con la cremallera,

- 3 o

- f

\"ik A
[ &)

<
:"/\ :% /crc.wa_[o{?rq,
N E
™

~

W
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2n2~4-1,=VELOCIDAD TN INSTANTSS SUCBSIVOS.ECUACION DT.LA VELOCTDAD,
Como se desprende del estudic efectuado para.ruedag cdénicas,la re-
lacidn entre las velocidadec de ambas ruedas és la misma que la rela;
cidn entre las velocidades de las correspongieﬁtes ruedas cilindri-
éaé equivalentes wz/w3 = zeB/zeZ

Como en un par de conos engranados se

pueden trazar infinitos pares de rue-

» . . . Id
das cilindricas equlvalentes,(segun los
pares de secciones,en ambos conos,que
se tomen)también puede escribirse:

w2/w3=R3/R2=OK'.senJB/OK.senrjz = sen %/sen 52

que nos dice que la relacidon de transmisidn en un par de ruedas
cdnicas no depende del nirtero de dienteés de estas ruedas,sino de la
relacidn entre los angulos de los conos axoides.
-Lo anterior viene a significar una’ restriccidn importante para el
funcionamiento correcto de este tipo de ruedas,v es que el éngulo de
los conos no puede variarse,si se desea matener constante la relacidn
de transmisidn. (A diferencia de las ruedas cilindricas,las ruedas
cénicas no admiten la seperacidn entre ejes)

~En estas ruedas el movimiento relativo de una sobre otra se compone

también de una rotacidn,una traslacidn y un pivotamiento

1}_‘, = ﬁ'—" -+ 'ﬁ* .
ot 32 > 3
" witely  trasli Vo = wg,.TP
=3y, - o
Wz rota: wéz = w32.cos$
-— H ./Lop L] 1"
- —
P w pivot: Wo o= wsz.seng

~-Por lo demas,en estas ruedas el comportamiento es similar a las de

dientes rectos,cilindricas.Los dientes entran bruscamente en contac-
/. . . ; : .

to,con la maxima velocidad relativa de deslizamiento (y también de

pivotamiento),variando ambas senocidalmente,con el éhguloeg.

2-2=f-2,~CONTINUIDAD DIJ. ENGRANE.-Para el estudio de la cont.,estas
Se comportan igual que las ruedas cilindricas de dientes rectos,sin
mas que sustituir la rueda cdnica por la "rueda cilindrica equivalent




79

3-1-=1.~TRANSHISION DI FUIIRZAS BN LOS ENGRANAJES o~

Para el estudio de la transmisidn de fuerzas en los engranajes son
de aplicacidn todos los conceptos generales visteos en el YESTUNIO
DINAMICO D MEICANISHOS PLANOS",por lo menos en lo ref-rente al estu-
dio de los esfuerzos en las secciones normales a los ejes de los axoi~
des. (En el caso de engranajes helicoidales y cdnicos anareceran
otros esfuerzos en planos né normales a los ejes,que estudiarenos cn
su momento),

Sin embargo,cxisten una serie de peculiaridades en el calculo de los

esfuerzos en estos mecanismos qQue conviene hacer resaltar.

-Sea el mecanismo de la figura,formado por dos ruedas dentadas en-
granadas,de perfiles conjugados cualquiera,

A ia rueda motora 2 se le aplica el nar Mz;se desca hallar el par
MB s50bre la rueda conducida 3,y ¢l wvalor de la fuerza sobres cada

diente.(Para mayor comprensidn,se han dibujado dos posiciones de

contacto,a ambos lados del punto primitiveo)

sobre 2 (en A)

Asectuan Flz’* P,M
en equilibrio:
Flz + sz = 0
B ."""b ‘h'
\-I".[z - F32- 2

Observese que si no hubiera roza-
mientos, M = P

32'“2
Ob:exrvese también gue el wvalor de
P -,y su sentido,dependen del va- ///
iy :
lor de A del sentido de 1la ve-

locidad %elativa,respectivamente.
La direccidn de P_ es siempre la per-
. r
pendicular a F§2. 1

] //\\\\ hs
sobre 2 {en B) . )

3
§* F = 0 ‘ : i
12 + 32 \ 013 2

. nt .
X — ¥ 1 . N = J
HZ = F32 .h2 si no Hubiera ro7amlenuos. M2 = P32 .h

2
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contacto,a de pasr siempre por el punto primitive P,por propia

NOTA :llemos de observar que sperpendicular a las superficies en

definicidn de perfiles conjurados.Sin embargo,su dirececidn no

tiene porque ser siempre la misma (por ejemplo,en los perfiles

cicloidales la direccidn de Fa, varia de un instante a otro),
segin sea la forma de la linea de engrane,
En este caso,tanto el mddulo de P32 ycomo el de f; y ¥ sus direc-
ciones,varian continuamente,conservandose constante el producto
r h! si M, = cte

32*72 °? 2 R

sobre 3 (en A)

en equilibrio:

—

Fyq 3P 23 0
M = PZB hg
1]
si no hubiera rozamiento MB = ng . h3
sobre 3 (en B)
T P =
Fl3 + F23 = 0
o My = Tagebs o
81 no hubliera rozamiento M3 = F23.h3

En cualquier caso,tanto si consideramos el rozamiento como si nd,la

L

fuerza f;; (6 1a FEB) podenos descomponerla en una componente segun

la linea de centros PR(ZB) YV otra perpendicular a ella

Ll '
F“(23)o

La primera tenderd a separar ambas ruedas,pero que nd transmitird

momento alguno.la segunda es la dque realmente transmite el momento

dé giro,ya que (punto A) Fpyehy = ng. = ”(23) . {lo mismo se

podria hacer en el punto B)

NOTA:En el periodo de acceso,el sentido de f* es siempre el mismo
(v contrario.:  al del periode de receso). Esto hace que en el

periodo de acceso se sumen los efectos de F ) Yy P y tratando

(32

de"separartain mds los ejes de las ruedas,mlentras que en el
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*

periodo de receso,la fuerza de rozamiento"descarga'" la ten-

iz
sidn F3(23) entre los ejes,

NOTA: En los engranajes de perfil de evolvente,la linea de engrane

—

¢ n . . .
es una linea recta,y la fuerza T tiene siempre la misma

23

s . . .
direccidn y sentido., Su mddulo,si My,=cte, tambien lo serd.

3=1-2,~RENDIMIENTO D7 L0S TNGRANAITS .-

Como en cualguier mecanismo:

pa WalWy = Myew,/My.w,
Mds adelante se estudiard el valor de p para cada uno de los perfiles
Sin embargo,en todos ellos podemos observar que con un buen =acabado
superficial de los dientes,y una buena lubricacion de los cojinetes
dé las ruedas, ¢ puede llegar hasta valores del 96-99%,
Es muy importante tener presente que dada la variazcidn de ﬁﬁ?;e) {Y
con ella,de §; sy ¢l rendimiento de los engranajes no es una cantidad
constante durante todos los momentos del engrane.
Se entiende por'"rendimiento de una pransmision por engranajes'" al
"valor medio" de todos los rendimientos instantaneos, |

NOTA:Cuando el contacto se efectua en el punto P,f::O;en este momen-

to p<« 1l ,porque habremos de contar la resistencia a2 la rodadura.

NOTA IMPORTANTZE :Dado que en la préctica,el rendimiento de estos me-

conismos es bastante alto,podemos,para los calculos

de los esfuerzos sobre los dientes vy los apoyos,prese

cindir de las fuerzas de rozamiento
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3=2-1.~ESFURRZOS "M LOS ENGRANAJSS CILITMNDNICOS DM DIVITES RUCTCS .-

Transmision de esfuerzos :

(Consideramos el instante en que el contacto dge verifica en el punto !

I‘f = F23|-B(2) /M, 23-TA.
como RB(Z) = Rp(z).cosa
T A =T P~ PA =R (2).seno(—>\

2 2 P

sustituyendo:

n - _ ned) -
M, =FpqeRpyecosX /L.PZS.(szsen A)

Tgualmente:
M, = P AT
73 Rpg 7oF 23 3 | \
conmo RB3 = RPB.cosu éﬁ - P
AT, = R, e.sentl+ A \
37 7P3 ’ et
el
sustituyendo: YD
2

n
M3 = P23 PB.cosu‘jﬂ.Fzs.(RPSSenu +A)

Las expresiones que ncs dan M2 v M3 nos permiten hallar F23 2 MB ’
partiendo de M2 ,en el punto A ,inicio del engrane,
En otro instante cualquiera,la distancia entre el punto de contacto

y el primitivo,,%,seré’diferente,y con ella, M

n
F23 ¥ 3°

NOTA: Si despreciamos los rozamientos,entonces .M2.w = IIS.W3 ¥V al

ser constantes w, y w3 ytambien lo serd M,

3

En este caso, MZ = F23'RB2 = F23 P2.cosoc

= M2 / RPE.QosAf

——

23
conccido ngza*gz s8¢ pueden hallar los esfueréos radial vy

tangencial:

Fof
1]
<)
I

n
= Fygec0s0 = M, / R

P2
[ z F = Fo. .sené= M :ta / R
R32 ¥ “r23 % “23° = Myet28a/ Rpp
Teniendo en cuenta los valores anteriores,se deducen facilmente,por

. . . 4 . . AT}
simple aplicacion de las ecuaciones generales de la estatica,los va-

lores de las reacciones en los apoyos,.
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Rendimiento:

(En el instante de contacto en A)
La potencia en cada rueda vendrd dada por:

n o n
Wy = MyaWy = WyoFpg.Rpse808a --/.J,.I‘23.(R92.senﬁ’.—/\)

]

b

3 3.w3 = WS'FEB‘RPB'COSN“/“"23*(RP3°senx -

- L3 L) 4
El rendimiento,en ese instante,sera:

b n
5 - F23'R;T-‘3'w3' (cosct -/z.senpz) —/“'FZB'}"WB
2 FEB' £ *Wo s (COSX 7u.senmﬂ tﬂ.FEBAX'WE

Como W2'RP2 = WSFRPB
: (cos% —pesent) —u. (7 /Rpj_)

(cosx /a.senx) fﬂa('VR )

cos+?) - sen'f. )x/RP3 cos (%+¥) -/&’\/RPB
cosla+¥) + sean.,\/R " cosfx+Y) +/4./\/RD2

Observese como este rendimiento varia con N.A medida que el contac-

to se hacerca al punto primitive P, Ndisminuve s ¥ F1.
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Despreciando los rozanmientos,vanos

a calcular directamente lns osfuer-

zas que se transmmites de unas a oftra

rueda del mecanismo.

Sea P el punto medio del diente,sobre

la circunferencia prinitiva.

Si ﬁni es la fuerza normal gque 2

23

ejerce sobre 3,se ha de cumplir:

miembro 2:

actuan las fuerzas ﬁ;é,ﬁ;; Y M,

en equilibrio:

F32+F = 0
M(PBP) + M(Plz) + M, =0

miembro 3:

actuan las fuerzas F23,F13 Y M3
en equilibrio:
P + B = 0
T e = _
M(P23) + M(FlB) + My =0
F23 es perpendicular al diente en el punto P,por lo que esta despla-

zada del plano normal al eje el angulo PP.
——p
Por otro lado,Fg3 estd inclinada el dngulo X respecto de la tangente

a las circunferencias primitivas en P (normal a la linea de centros)

iy

. . ' n . . . . .
Por con51gulente,F23 tiene la inclinacidn que se representa en la fig

- Fﬁ = fuerza tangencial,perpendicular al radio de la rueda.Su modulc
se calcula facilmente,viendo gque
= 1t ¢ _
M, = TC.Ry, S =M / Rps
- Fﬁ = fuerza radial,d fuerza que tiende a separar los eJes de am-

bas ruedas. Su mddulo serd:

FR = BC = 7t tagu (o es el anguls de presicn,que
"’ B se mide en el plano normal al e,

F_ﬁ

M, tag « / Ry
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- P% = fuerza axial,que tiende a desplazar la rueda a 15 lergo de
' su eje., Su modulo scra:
% = pa = Fé.tagpp (ﬁp = éngulo cle inclinacion de
' montaje,.edido sobre la ciircun-
ferencia prinitiva)

rd oo Lt
Pu = M,.tag p / RP2

- ng = esfuerzo no-mal al diente = PD = FG /cosa% =

= FT/cosah.cosﬁ%
(M = ingulo de presion normal,medido en un plano narmal al
diente)
- Entonces: . r = FE\/ 14 tag2 + tzg%L

NOTA:Como se ve en la figura,

tagah = DG/GP

‘tag(% ﬁ—}.ﬁ . .
. , o TS = e como DG = TR
tago. = EF/FP tagx GP I
icss S v S
tag@ -~ Gpb - °°%Fp

¥ pot tanto:
tagu% = tagol. COSPP

NOTA:51 se toma como parametro el angulo £ sse tendra’:

~E
FS = My/Ry,

~ R t
A Fh.tagah/cosFP

FQ.

i

F*.taggp

Los valores de’ las reacciones en los apoyos se deducen facilmente

da las ecuaciones anteriores,
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Despreciaremos los rozamientos,con lo que calcularemos las fuerzas
maximas que se transmiten entre los dos miembros del mecanismo,.

Sea P el punto medio de un diente sobre el cono primitivo,y Rm2 el

radio medio de la rueda conica.

FEB = fuerza normal de 2 sobre 3.
Esta fuerza es permendicular al
diente en el punto P,por lo que
ha de estar en un plano perpen-
dicular al plano C (OPG).
Ademas !, estarda inclinada el
‘/TEL, \ angulo de3presioncx,respecto de

gééi- ‘ ' la tangente comtin a las circun-

ferencias primitivas.( o« se mide
en un plano normal a los conos
primitivos,que también serd nor-

A —] - mal a los dientes,es decir, & es

el mismo dngulo de presiocn que

el de las ruedas equivalentes )}

. f ' n
~Teniendo lo snterior en cuenta,podremos descomponer F23 en tres
componentes:

- Ff = fuerza tangencial,perpendiicular a Rm .Su modulo sers:

t _
F* = M, / R -

- FR = fuerza radial,que tiende a separar las ruedas.Su mddulo sera:
FR = BA = ﬁﬁ.cosJé = Fﬁ.taga.cos«%
R - ’
PR = Mz.ta&x.coséé/ R _»
- F?’: fuerza axial,que tiende a‘desplazar el cono a lo largo de su
- eje. Su mddulo sera’:
- PO = pt
Fa = PD.sendé = Ff.tag«.senéé
F_ = Mz.tagQ.sendé/Rmz

l.as reacciones en los apoyos,fqncidn de la posicion de estos,se de-
duciran facilmente por aplicacidn de las ecuaciones generales de

equilibrio
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(Todo lo que vamos a estudiar es de aplicacidn cualquiera que sea el

tipo de dentado conico inclinado:helicoidaili,Gleason,Oerlikon,ete)

Despreciaremos,como en les casos anteriores,el rozamiento,y tomecmos

como punto de calculo de los esfuerzos el punto medio de un diente,

P,sobre el cono primitivo,

(En 1a figura se ha representado una rueda con la helice a derechas,

¥y con rotacion tambien a derechas)

- F_ es Perpendicular al diente en
e§3punto b,
Si el plano C (0OPG) es el plano
tangente a los conos primitivos,
Fn3 ha de formar con este plano
e% angulo de presion % ,medido so-
bre un plano perpendicular al C.
gEn el cono complementario)
Observese que &% serd el mismo, tan-
to si el diente es recto como si
no lo es,ya que se mide sobre la
perpendicular al cono primitivo,y
no en la perpendicular al diente)

Por otra parte,al sexr los dientes

inclinados la fuerza F%B estard inclinada el angulo ﬁé,como se ve
en la figura, _

n

Teniendo lo anterior en cuenta,podremos descomponer F23 en tres

com:p onentes:

- FT = fuerza tangencial,perpendicular a Rmz.Su mddulo serd:
t
Ft =M, / R 5 .
- FR = fuerza radial,que thende a separar las ruedas.Su mddulo sers:
— iy }tagp
- = HG - T b
- = E. -—Cg = . k-—dﬁ = . HJ
Fp=PC = GE.sen(\ ) oo, sen ( ) —— sen (A~ d,)
. Fp = FT.tagPP.(tffk.cosdé - sepdé)
como tag = EE _ HP.tage _ E?T.tagq:/cosgp) taga
HG FTftang FT.tagPP : sen g,

Sustituyendo queda finalmente:

tagx .cosd.

Fp = Fpe cospy - tagppisendy)
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~ F = fuerza axial,que tiende a deslizar la rueda a lo largo del eje.
Su mddulo serd: _
— ‘ F L etagp
= 9% = Pa. s(h=d =T'TG_' - ___T - I'p e
F = G -LG,co (rA-4,) s cos (A c%) YT cos{i=d,
teniendo en cuenta el valor de tag» ,sustituyendo y operando,queda
'tagx.sencf 4
F, = FT.( Soshy + tagpg,.cos 2)
n
- F23 =2 PT/cosm,cospP

NOTA :Cbservese cono en estos dientes el empuje'viene definido,ademads,
por el angulo p, .Cuando pB,=0,las formulas son identicas ; las
del dentacdo recto..

NOTA:Si el éngulé de presidn se mide en un plano perpendicular al

diente,basta sustituir en las expresiones anterioresotporcxn.

De la observacidn de la figura se deduce:
tag K = tagﬁgl/cos o

NOTA:0bservese en la figura adjunta que al =r el valor de otel mis-
mo,tanto para dientes rectos,como
inclinados,ﬁ§7 ha de ser paralela
a la generatriz de contacto 0P,con
lo cual se observa como Fa auménta

v P, disminuye,con relacidn a los
H

R
valores obtenidos para los dientes
rectos,como indiean las fdrmulas

respectivas,anteriormente halladas

NOTA:Si la inclinacidn del diente fuera de sentido contrario (hélice
a izquierdas),el empuje tenderia a apro-
ximar las dos ruedas,en lugar de sepe-
rarlas,como se aprecia en la figuraj

tagx . S

= { [k = Sl TN

Fp = PT.( coSpp.cosd'z + tagp,.sen )
— tagO( _ : J

F, = FT.(COSPP.send; tag ppecos 2)

El angulo pp due haria cero el empuje

senPb = tagm.tagd;
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o L =INTRODUCCTOIT AL, TALLADO DE PUCDAS DUNTADAS , =

=ifungue en la materia de TECNOLOGIA MRC . NICA se ven con todo detalle
los diferentes métodos de tallado de los distintos tipos de ruedas
dentadas,la ligazdn entre ei tallado de las ruedas y la teoria de

1és mismas es tan impo}tante,que se haoace imnosible el estudio corirec-
to de las ruedas dentadas sin conocer los fundamentos de los metocos
de talla‘

~-Txisten una gran cantidad de métodos y mdquinas para tallar engrana=-
Jes.

Las primeras ruedas dentadas se hicieron a base de plantillas,a par-
tir de un dibujo én papel,que luego se copiaba en un neldes de madera,
que servia para realizar su posterior fundicion.

ﬁctualmente,con.el uso casi exciﬁsivo de dientes de perfil de evol—A
vente,sz han desarrollado una gran variedad de ruedas dentadas para
satisfacer las mas diversas necesidades de la industria,dacda la gran
versatilidad de este perfil,v =su fdecil construccidn.

En este momento se emplean dos grandes metodos vara la fabricacidn
de engranajes: Por fundicidn v por mecanizado.

El primero so0lo se emplea en raras ocasiénes,para engranajes muy
especiales,d en la maquinaria barata,a las que se les exigen pocas
prestaciones (juguetes,etc)

E1 gegundo método,que es el mds usual,puede a su vez realizarse por
dos précedimientos: Por generacidn y por conformaciocn,

~En los métodos generativos,una mdquina genera perfiles de dientes
ma#gmaticamente correctos,en virtud de los movimientos dados al util
v a la pieza,.

Ia circunferencia primitiva del util (herramienta de corte),con la
forma de rueda 6 de cremallera,esta obligada a rodar - con la circun-
ferencia primitiva de la pieza a tallar,como si fuera dos ruedas
engranadas,al tiempo que el util va ¥y viene,d tiene otroe movimiento

apropiado,para cortar la pieza
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—Las mdquinas para tallar dientes por generacidn son de trestipos:

*
Util con forma de cremallera (mdquinas Maag)};Util con forma de pifion

(Mdquinas Tellovss sutil en forma de husillo giratorio (tornillo-fre-

sa)

-Tn la generacidn por creinallera,el proceso de corte es el mostrado

en i at
la gura:

Por un lado,el portaherramientas
con la herramienta tiene un movi-
miento de vaivén,en =1 cual el
borde cortante de la herramienta
describe en el espacio la super-
ficie de una cremallera imagina-—
ria (superficie meneradora),mien-
tras la pieza a tallar permanece
inmovil.

Por otro lado,la rueda a tallar
va mon¥ada sobre un plato girato-
rio que gira con velocidad angu-
lar w ,al tiempo que se desplaza
a la velocidad V,por medio de un

cCarro.

" Entre cada dos carreras alternativas del util,la pieza gira y avanza

1o conveniente para que el movimiento corresponda a la rodadura de 1=

circunferencia primitiva de la rueda sobre la linea primitiva de la

cremallera.Cuando la rueda ha avanzado (linealmente)} una distancia

igual al paso,vuelve a su posicion de partida sin ningun movimiento

de rotacion,y el proceso de tallado empieza otra vez.

En la figuras puede obser&ar-
se el proceso de tallado.

Bste método tiene la veniaja
[;de su gran sencilliexz f exacti-
tud (la herramienta de corte

puede construirse con toda la
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-

presicidn. que queraﬁos),es fdacil de mantener el filo,etc,

Tiene el inconveniente de ser un movimiento alternative v de que con
ella no se pueden tallar ruedas interiores.

-0Otro método generativo es él empleo del pifién cortador,

1l proceso es similar al anterior,aunque con el se evita el avance

¥y retroceso de la pieza. Entre cada dos carreras del ﬁtii,éste v la

Pieza giran el ansulo adecuado,como si las circunferencias primitivas

rodaran una sobre otra,

En las figuras pueden verse los fundamentos del metodo:

HERRAMIENTA e, ircunl,
. N0, primitiva’]

v
H

4% Clreunl.

Este metodo es el unico que puede emplearse en dentaduras interviores.,
Su principal inconveniente es la falta de presicidn de la herramienta,
Y que nd se puede afilar,lo que la hace mucho mds cara,

~El método mds rdpido,y el mds empleado para tallar ruedas dentadas
por generacidn,es el tornillo-fresa,
mostrado en las figuras,

La fresa madre esta constituida por
una serie de cremalleras dispuestas

sobre un cilindro.

T o e d T

Didmatro prlmilivo—j

[
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L]

El movimiento de corte lo da la rotacidn de la fresa madre sobre si
misma,en lugar del movimiento de vaiven en los otros métodos,

A medida gue util y pieza giran con la adecuada velocidad relativa,
aquel presenta a esta un perfil equivalente al de una creﬁallera

que engrana con los dientes que se pretenden tallar en la rueda.
Debido al gran ntmero de filos cortantes,sdlo se requiere un util
para tallar ruedas de cualquier numero de dientes del mismo paso,ade-
mas de qué se realiza en una sola pasada.Es el método de tallado mds
rdapido,y el mas empleado,,

Todos los movimientos son continuos,pero adolece de falta de presicic

debido a la complejidad del util,

-Dentro de los métodos por conformacion y mecanizado,el unico que se

A

LS i
D L

emplea es el tallado por fresa de forma.

La fresa ya tiene la forma adecuada para

Rl

i Z ! obtenerlos perfiles de las dos caras de

L \ {_, A los dientes.

’
Ta

_67

27 P F Las fresas se adquieren en "juegos'" aqwe cu-

s
% bren una amplia zona de trabajo,sirviendo
(/// p a J ’

cada una para un paso concreto,
Es uno de los métodos mas antiguos,y de los mas extendidos en talle-~

res pequefios,donde la fabricacion de ruedas dentadas es esporadica,

NOTA :Desde luego,todo lo dicho no da mas que una somera idea,impres-
cindible para nuestros propdsifos,de la tecnologia del tallado
de ehgranajes.

Para una informacidn mas amplia remitimos al lector a los dife-

rentes tratados de TECNCLOGIA MECANICA
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2—1~1.~DATOS DT L4i CROMALIBER:Y MERRAMYTNTA .-

/] LIMEA Je REFEREMNCIE

4
/
v

s

)
F
i

En la figura se tienen todos los datos que definen una cremallera

. herramienta,a los que para distinguirlos de otra cremallera cualquie-

ra,afectaremos del subindice "cero’

/ .
“é = angulo de presgion
p, = paso (constante,cualquiera que sea la linea de referen-
cia = m
) P, ot
a_ = altura de cabeza
co
a. = altura de fondo
| £0
f = suplemento de cabeza

~Para definir todos estos datos se toma siempre como linea de re=
ferencia la LINEA MEDTA de la herramienta,que es aquella en la que
el espesor del diente,e_,es igual al hueco,h .

e, =h = po/2 =ramo/2

-Para tallar un fondo de diente suficientemente profundo,el diente
de la herramienta tiene un suplemento de altura f con esquinas
redondeadas.Este suplemento no interviene en el tallado de la "zona

activa" de los flancos (la zona con forma de evolvente),y se puede
prescindir de é1 a la hora de definir la altura de cabeza,aco,de 1a
herramienta,
Analogamente,en el fondo del hueco de la herramienta axisten dos pe-
duefios arcos de esquina,destinados a dar maybr robustez a la herra~
mienta,y que tampoco participan en el fallado.

(j La Unica zona de la herramienta que dinterviene en el tallado es la
marcada AB en la fig.No hemos de olvidar tampoco que el circulo de

cabeza de la rueda se mecaniza al torno,de mode que la herramicenta
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cremallera solo esfé destinada a tallar los flancos v el fondo de

los dientes de la ruecda,

NOTA:Para el talladeo de ruedas que posteriormente han de ser recti-
ficadas existen unos juegos de herramientas con sus dimensiones
algo distibtas de las de corte,para poder eloctuar posterior-
mente la operacicn de rectificado,y dejar la rueda con las @i-
mensiones previstas,

~%n los paises que emplean 2l Sistema Metrico Decimal,la herramienta

cremallera"normalizada’ tiene las siguientes dimensiories:

&, = 20°
L - .

: P, = Hemg ( M, o= 0,8753151,12531,2551,37551,5051,75;
232,25352,5052,755350,303454,50355;
5,50:63839:103113123;1635203...milinetr

numeros uayora2s ¢ menores s» obtirnen mul-
tiplicando d dividiendo leos datos anterio-
res por 2,4,8,15,....)

| a = m

‘ co o

i

: afoz mo

=Modernamante esta muy.extendido el_uso de los "dientes cortos',que

solo se diferencian de los normales en una menor altura de cabeza ¥

|
i_ de fondo.
L
} En este caso se emplea otro util cremallera,estando muy extendido,
; en el sistema metrico,la cremallera:
- o
MB 20
Py =Hem,
2. o= 0,8.m
. Bp = 0,8.m0
f = 0,2.m
o]

NOTA :En general,cualgquiera quefsea el tipe de dientes cortos (metri—
¢c0,STUB,etc),se trata exactamente igual que los dientes normale:
sin mas que sustituir en a, YV ap,, l.m por vy.m_ ssiendo‘y”

— un coeficiente que nos da &2 acor%amiento de los dientes.

NOTA :Antiguamente se usaban tambiéﬁ dientes con o/=15" v «=14°30' ,
siendo en la actualidad desplazados por los de 20%que son los
que practivamente se usan en la actualidad.
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El movimiento relative de la rueda a tallar ¥ de la superficie ge-

neradora imaginaria,engendrada por la herramienta en su movimiento

de vaiven,equivale a la rodadura de un cierto

"plano axoide de gene~

racidn" sobre un "cilindro axoide de generacidn® de la rueda,como se

iy

ve en la Tigura.

El radio RPO del axoide

de generacion de la rue

da queda determinado peor

las condiciones de movi-
miento de la mAquina,y

né por la posicidn rela-
tiva de la rueda respec-

to de la cremallera.

(Distancia entre el centro de la rueda y la linea media de la crew

mallera).

Si el carro tiene velncidad V,y el plato gira
wyel radio de la "circunferencia primitiva de
te (axoide de gemeracidn) serd:

RP0=V/W

In realidad,el problema real hay que wverlo de
si nosotros queremos obtener una rueda de -

(recuerdese que el médulo de la cremallera nd

con velocidad angular

eneracion resultan-
&g

gtro modo.Bn efecto,
dientes,y mddulo m

depende de la linea

en due se mida.Puede serlo sobre la L.M.,d sobre cualquier otra

paralela) se ha de cumplir:

RPo =P . Z

/ 2.” = mo.z / 2

es decir,RP0 esta condicionado,En consecuencia, V Y w no pueden

tener cualquier valor,



L

Zedm3  =DRSPLAZAMISNTO DE LA HERRAMITDNTA , = -

De lo anterior se deduce que una rueda de = dientes ,y mddulo Mmoo
6 sea,de rvadio primitivo. de generacion RPo snuede obtenerse con in-
finitas posiciones de la cremallera de corte,vya que el axoide de ge-
neracién en la cremallera,y la linea media de esta,no tienen porque’
coincidir,
En la figura anterior,la distancia entre ambas es el "desplazamiento
de la herramiénta" (V),que siempre se expresarZ como una fracecion
del mdédulo de la misma (recuerdese que el mdédulo es una magnitud fi-
ja).
De otra forma podemos decir qie para una =z dada,¥ un m dado, co=
noceremos'RPo}Luego nosotros podremos colocar la herramienta con su
linea media donde nos parezca (dentro de ciertes limites,naturalmen-
te),y asi obtendremos las "ruedas con desplazamiento“.
El desplazamiento lo mediremos por:

V = Xem

siendo x el coeficiente de desplazamiento.

Ll desplazamiento puede ser positivo (V*) & negative (V7),seguin
que tienda a separar o a acercar la L.M. de la cremallera al eJe de

la rueda,respectivamente.

Cuando hagamos coincidir el axoide de generacidn en la cremallera
con la L.M, de esta, ( V = 0) diremos que la rueda ha sido tallada

"a cero" (En este caso, 0OC = R, sen la figura anterior)

Naturalmente,las caracteristicas constructivas de las ruedas talla-
das a cero,frente a aquellas talladas condesplazamiento,no serzn to-

das iguales,y esto es lo que vamos a ver en el préximo punto.
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Supongamos que disponemos de una cremallera herramienta,con las

caracteristicas siguientes:
m
Xo o' Yo

¥ veamos los datos de las ruedas talladas:

Ruedas cero:

En estas ruedas,tomaremos: 6;6,= R0

El espesor del diente sersd igual al hueco,medidos sobre la circun-
ferencia primitiva de generacidn.

Como es ldgico,el dngulo de presidn de generacidn sers el mismo que
el de la cremallera de corte,

Igualmente,también el mddulo serd el mismo.

Por tanto,se tendrd:

2 o
- Py = po = ﬂ.mo
«é = %
e, = e_ = po/Z egyo = (eo +2.RPO.EVN0)COSW6

o
o
™

it

p

It

g
*
=

H
N
I
p
0
<]
!
i
g
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Ruedas V: .

En la figura se muestran tres ruedas,Dos de ellas talladas con des-

plazomiento (V = +O,5m° YV V = O,S.mo) , Vv la tercera,la de enmedio,

es la rueda cero.

fn ellas se observa:

12,-Todas tienen la misma circunferencia base,lo gque significa evol-
ventes identicas

29;—Todas tienen el mismo paso base,

30,-B1 espesor del diente en el circulo base (eB) aumenta a medida
que aumenta el desplazamiento V.Al mismo tiempo,el hueco base
disminuye. .

4o ,~31 radio Util de fondo crece a medida que V aumenta.

2,-T1 apuntamiento del dicnte crece con V

Si se emplea una herramienta de caracteristicas

m
Qio ) o s ¥ 0

v se le da un desplazamiento V ,con un radio de generacion

RPO = mO.Z/Z

tendremos una rueda con las siguientes caracteristicas: (ver fig)
- R = R cos .
B2 Po’ %

- sz = po}cosa. .En efecto,el paso de la cremallera me-
dido en la L,M. es igual al paso medi-
do en el axoide,y el paso de la rueda en el axoide

es el mismo que el de la cremallera en su axoide

- e, = (e0+2.v.tag«0 +2.R

B2 <V ) scosh

Po
En efecto,el espesor del diente de la rueda medido
en su ax01de es igual al espesor dal hueco h' de la
ceemallera medido en su recta axoide,

Paro este hueco es diferente del medido en la linea
de referencia , h_ (eo=ho) , v vale:

v —
h0 = ho + 2.V.tago% _meo + 2.V, tagd

B-2 B.&vx

cosK

Como ya, sabemos{ punto 1-2-2-3) e =

que sustituido en nuestro caso,sabiendo que el es-
pesor de la cremallera genera el hueco de la rueda:
eB - 2 RB ._:VDf

cosD<o

‘ 2, V.ta e
\eo + g‘g ]

de donde,despejando convenientemente,obtenemos la




O

[}

- R

expresion anterior,

ca = Bpy + V # ®fo ~ RPo * Vot Yot
- = n . -'-
sz Yo + V 100 il
: 2 a -V 2
- = i/(n - Lo ___ .
Ruf‘2 ~%/(hpo.cosdb) + (RPo.senxb sendb )

In cfecto,en la Tirura,B representa el punto linite de
corte de la cremallera:

Ryp = \/(0’1‘)2 + (’I‘E)Q

0T = R .cosx«
SO o]
TE = TP - PE TP = D_ .seng
Po o}
VD e -
PR o= (aco V)/senxb

de donde,sustituyendo y despejando resulta la exnpresion
anterior,

Llamaremos RUEDA NORMALIZADA a la obtenida con una herramien-

ta normalizada.,

Llamarermos RUZDL NORMAL a la obtenida con una herranienta

normalizada,y que ha sido tallada a cero.
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2=1=5.=LIMNITACIQIES AL T/ LTADO D NUEDAS COY UTTI, CRIMILITRA , =

Cono en cualquier engranaje,entre la cremallera herranienta v 1la
rueda que se¢ talla nueden haber problemas de‘interferencia,apunta—
miento,etc.,que pasamos a estudiar a continuacion,

a) Penetracidn:

En el caso del tallado,la interferencia adquiere el nonmbre de'"pene-
tracidn",ya qué en la operacidn e corte,la interferencis no se tra-
duce én un bloques dzl movimiento,sino que la herramienta de corte
recorta indebidamente un trozo de la base del diente,como se vé en
la figura. Conociendo lo que es la penetra-
cidn,la unica forﬁa de remediarla es sepa-
rando la herramienta crémallera de la ruedn

a tallar,es decir,dandole un desnlazmamiento

+* . . B
Ve (Acorde con lo visto en interferencia)
Como vimos en el punto 2-2«l-lb,el limite de interfercncia entre

una ruede dentada y una cremallera,d midxima altura de cabeza,es:
a = R sen%
c2{max) =~ "~ P3’
que aplicada al caso de tallado por cremallera,con un desplazamiento

V¥, seria (ver la figura del punto anterior)

2
( ®co” v )max = Rpyesen A,
De esta expresiodn,para una herramienta dada (a% ,mo,aco),y una
rueda a tallar dada ( RPo = mo.z/z),el desplazamiento minimo que

habria que darle a la herramienta para evitar la penetracidn,seria:

2
Vﬁin =a - RPo.sen=(°

~Naturalmente,si nosotros queremos hacer un "tallado a cero",o sea,
una "rueda cero",con una herramienta determinada (ﬁ% ,mo,yo),lo que
limitaremos es el radio mihimo de la rueda a tallar (6 pdrm un mddu-

lo dado,el numero de dientes),de tal forma que:

il

2 .
RPo(limite) - aco/sen“"o (v 0)
Este radio representa la rueda cero mds pequeiia que se puede tallar

con esa herramienta,sin penetracion.
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>
= 2/2 ueda s Z., ., = 2.n M .sen’ o
Como RPO T mo. / y Q as limite™ ~* co/ o* o
) = m ueda,finalmente:
como  a_ YO- o s ’ .
Z 2 P -
limite™ o

2
sen;{o
NOTA:EL coeficiente de altura de la cabeza de la herramienta de +ta- -

lla, y_ ,no tiene porqueé ser igual al correspondiente de la
rueda tallada,nuesto que en esta depende del torxrneado previo,

NOTA: Para #,=20" , e Y,=1 , 2y;,.= 17 dientes ,con V = O .

Las ruedas menores de Zysm S€ han de tallar con desplazamiento

rpositivo,si se quiere queden libres e penetracicn,

Las ruedas mayores de Z1im pueden ser talladas,incluso,con

desplazamientos negativos,sin que aparezca la penstracidn.

-En el caso de que tallemos una rueda con una herramienta aé,mo,yo

el radio limite de la rueda,tallada con un desplazamiento V seria:

a =V
co
R - = a = Y « 1M H R =m .2/2
Po(lim) sen o co o0 / TPo o
sustiyando ¥y despejando,queda:
2
Zoa . = (v - x)
limite sen “B e}

siendo x = V/mo el "coeficiente de desplazamiento!,.
De esta expresidn es fdcid calcular,para una herramienta dada,(ag,mo,
yo) v una rueda a tallar dada (z),el valor del desplazamiento V nece-

.

sario para que no haya penetraciocn.

NOTA: Para ¢%=20’ ;y0=lﬂ;x = 0,5 2 im= 9 dientes.

NOTA:Observese que si se emplean dientes cortos,con yo<:1 » Z1im

puede’ ser mds paquefio,ain en ruedas cero,

- . . ’ *
Por ejemplo,para @% 20 ;yo = 0,8 2] imS 14 dientes,lo
cual es otra forma de poder fabricar ruedas de menor numero de
dientes,sin desplazzmiento.

De lo dicho se desprende tambien la posibilidad de fabriecer

ruedas con desplazamiento ¥y dientes cortos,para eliminar la pe-~
netracicdn con menor ndmero de dientes’,
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b) Apuntamiento:

Como es 1ldgico,el desplazamiento de la herramienta no puede tener
cualgquier valor,viniendo limitado el desnlazaﬁiento-méximo nor el
"radio de apuntamiento" del diente

En efecto,el radio de apuntamiento depende del espesor =2n la circun-

frerencia base,para un RB dado,y =ste espesor base variz al variar V.,
Como vimos en 1-2=-2-2,el apuntamiento del diente aparecia cuando

eg = 2.RB.EVd .Teniendo en cuente gue con el desplazgamiento V ,el

e

- e ’ L] 'E & i d
3 (eo+2.V tago; +2.Rp vu%)cosa% ,de ambas expresiones se puede

deducir el valor de V que nos dejara un diente puntiacgudo,

NOTA :Desde luego,el apuntamiento es un detalle poco importante en la
fabricacidn de ruedas dentadas.Solamente en las ruedas paqueilas
de menos de 15 dientes,en las que s<¢ exige un radio de chbeza
grande para conseguir un coeficiente de recubrimiento suficien-

te,el radio de apuntamiento puéde ser un problema.

c¢)ivolvente incompletas

Otro aspecto del tallado de ruedas por herramicnta cremallera se
presente cuando la cabeza de la herramienta sobrepasa el circula

base de la rueda,cono se vé zn la figura,aun cuando no se llegue al

1imite de penetracidn,

eho

~En la figura de la derecha se comprende que la rueda resultara per-—
fectamente tallada,siendé todo el diente de perfil de evolvente,

Para qu. esto ocurra,ha de cumplirse:

R.¢R. - . . '
I¥< Po aco / RPo'cosx*’<RPo aco Rl’-’o‘(‘:L —cosﬁ@)aco




O

comoe a_ = y .m y

R.=m .z/2 uedan:
coe .“o' "o P 0" / 4

Z> Y

1l - cosc °
0

Para z6=20° R yo=l sy 2z >33 dientes.Ruedas mayores de 33 dientes
tendrdn todo el perfil de evolvente (Ruedas cero,so entiende)

~fin la figura de la izquierda se observa que cuendo la cabeza de 1a
herramienta sobrepasa el circulo base (pero sin llegar al limite de
penetraciéh),parte del diente es un perfil de evolvente,desde la ca-
beza del mismo hasta el circulo base,y el resto esta formado Por 1la
curva descrita por la cabeza de la herramienta en su movimiento,pe~—
ro no tiene utilizacicn alguna en el engrane,puesto que este llega

solamente hasta la circunferencia dtil de pié,

NOTA:En las figuras se han resumido los diferentes casos.Tn ellas se
observa como para una herramienta dada (z;,mo,yo),cuando la
rueda a tallar (tallado a cero) es mayor de 33 dientes,todo el

perfil es de evolvente.ZTntre 33 v 17 dientes,parte es evolvente

¥y parte né,

Con menos de 17 dientes aparece la penetracion.

fp

Z >33 : ' 17<Z ¢ 33 -
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2=1w6,-PARTICUL RIDADTS SODRS EI, BNGRANT DT RIIZDAS DONTUDAS TALIADS

CON HERMAMTONT. CREMILICGRA,

a) Ingrane de ruedas cero:

=Dos ruedas talladas a Cero,Ccon ung misma herramionts de ceoracteris-—

ticas &; y By ¥, s ¥V con los mimeros de dientes Z, ¥ z3 ’
tendrdn las siguientes caracteristicas:
Rpp= My +Z5/2 ’ Rppg= MyeZg/2
RB2= Rpoz.cosﬁg RB3= Po 3.costﬂ
pB2= po.cosmb pB3= po.cosag
Pa 7 P4 Pg = P,
epp= (e +2Ry, . v )cosm epy= (e +?R“03.3va6).cosn%
Reo™ Rygat 2p, Rea= Rpg3t¥oem,
~-Puestas a engranar estas dos rﬁedas,con un 4ngulo de presidén & cual-

quiera {(Compatible con un coeficiente de recubrimiento suficiente),

los datos de nmontaje 6 funcionamiento seridn:

Cos
a‘:O

Po2® cos«

R =-RB2/cosx

P2 R

cOoSs
4'0

R

|

|

1

_ Rps= RBB/cosm
|

Po3* coso

&, P, = sz/cosx = P cosﬂé
8837
Pg = PBB/cosi = Py Tosk
e.,~2R_, Ev cos¥
| o = ~BZ cogi = (e* 2Ry, BVA = 2R, ,.BVH ). ——2
'ZRBB.Evd césmb
e = oo s = (eo+ ZRBB.Evdb- 2RP03.Evd.). vy

7 VI . . .
~Segun sabemos,el minimo #dngulo de presidn. entre dos ruedas engrana-

das viene dado por la expresidn:
w
epat epa= Py e0+2RPomvﬂb)cosxo+(eo+2R

BV )cosks =P, COSK

Bvlin™ 3. (RB + R..) 2(R cos<_ + R =2 205% )
. 2" 7B3 Po2* e} Po3°*' 7" %o
(;: de donde se deduce due
Ev&/’min = EvA‘fo : “’min = o{o

. . ¢ .. I's N .
| es decir,el minimo dngulo de presidn que puede lograrse entre estas




. ’ ' - .
dos ruedas es igual al angulo de presidn de la herramienta de talla.
n estas condiciones queda,al sustituir:
e “* e = 2,e =
2 3 ‘o T Py

que es la condicidn de engrane sin holgura,

« 7 . 3 .
Como tambien dmin_ (RB2 + RBS)'COS%in ysustituyendo:
m
o
d ;.= (Rpoz-mm).cosxo/cosxo = Rpp * Rpg = -2—-.(224-23}

con lo que dos ruedas dentadas talladas a cero engranan din holgura

utilizando como axoides los propios de generacidn de dmbas ruedas,

-Z1 grado de recubrimiento en este engranaje serd:

R i%[./(RPOZ-’.yomo )2_ 1 - senoio]
2 T Fprtn 2HLY RPOZCOSKb cos«
‘ z Y .m A
22 = -é-—-z—-—-—-[‘/(l - ; 2 )- cosza’. ~ sen#
.f.cosqb D62 [) fo)
£ - 1

— l 2 2 2
2 7 Z2.n.cosk [J(22+2Y0) - Zy.cosq - zz.sena%l

Haciende lo mismo con 23 y sumando,queda:

£. 1 2 2 2 25 5
=21?33§EZ V&22+2y0) ~%,C0SX +“&23+2Y0) ~75005%, -(zz+23)sen4%

NOTA:En ruedas de dientes normales,pondremos y =1

o ¥ en ruedas

-de dientes cortos, yo<.1 que cor esponda,

NOTA Dos ruedas cero,engranadas sin holgura,cohstituye ;o que llama-

mos "engranaje cero',

b) Ruedas con desplazamiento (ruedas V):Su ENgTrane ,=-

~Dos ruedas talladas con desplazamientos Vé y V3 +¥ con la misma

herramienta ( xb,mo,yo),con los ndmeros de dientes By ¥V 23 s ten-

Vg . . . .
drdn las siguientes caracteristicas:

RP02 = mo.22/2 RP03= mo.23/2

RBE = RP02.COSn% . RBB = Rpo3‘c°5“5



—_ g — 4

Pp2 —‘po.cosnb : pB3 = P, eCOS
eBz=(eo+2vztag¢5+2RP02mvxo)cosxo e33=(e°+2V3ta346#2RP03 va,)cos%
R02 = RPQZ+ V2 VoMo - RcB = RP03+ VS* Yoo

-Puestas n engranar estas dos ruedas,con un angulo & cualquiera (com-
patible -con un grado de recubrimiento suficiente),los datos de mon-
taje 6 funcionamiento seran:

= RBz/cosx

1l

. L
Ry, 0 COS o/cosd

R .= RBB/cosM .cosdo/cosx

RPOB

Py =upB2/cosx= po.cosdo/cosM

Py = pBB/cos%= po.coswb/cosd

. Cp2 ERBGDVQ L cosda
— r - — H ——rr———
e,z o (eo+2¥2tagxb+2RP02Jv¢6 2RP02Dvx SSSH
e =2R. TV : cos#

- B3 B3 = 3 o1y o n i L%

93" cosel "(eo+2v3taga6+““P03"Wto “RPOBE?%)' cOost

RcZ =RPo2+v2'+afo= RP02+x2mo+yomo RPo2 +mo(x2+yo)

+Vytap = R pe3 X3tV oM, = R +mo(x3+Yo)

Rog =Rpos Po3

-El1 minimo #ngulo de presidn entre estas dos ruedas serd:

) . e - - _ - -
g e B
B2 B3
_(eofzvztag%#2RP02Ev@)cosgﬂ(eo+2v3tagg¢2RP°33v4)c?sg-pocosz;
2 (Rpozcosqb+ RP03cqsxb)
V + V
Ev “’mi_n = Eve  + ——«—~—-——-3———R - tagd ’{min =
P02 Pp3

- Y . . I
conio vemos,a diferencia del engranaje de ruedas cero,el angulo de

Sc|h+tVy >0 = Hpin > Ko
Vot g co = Kal £ %,

presion minimo no .coincide con < e

En estas condiciones:

cosd
o]
e2+e3_(e +2V, tagy+2Ry, zuvﬂ-ZRP SEVH )005%1n+ ‘ |
—— cosd
+ (e +2V bagq+2R, EVE~2Ry BV ) 5
min

con lo que,en. general,nog se . cumpliral la condicion de engrane sin

holgura: e, + €4 7& 2.e = p,
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NOTA:S 1 V2 = --V3 yes5 decir,si las dos ruedas se tallan con cdespla-
zamientos iguales y conirarios,entances:

X

L= Bva | = Tva
mixn xo miIn o]

v la holgura desaparece,al ser:
= 2 =
e2 -+ 93 eO po
lo cual significa Que con ruedas V también pueden lograrse

"engranajes cerol

-
9

V, + V m (x, +x x

NOTA:7%1 texmino 2 2 = 2 2.3 = 2':§$é
“‘"a“- Lo
'y02+RP03 mo(z2+zj)/2 2

= B
3
se le llama "desplazamiento total relative",

~La distencia minima entre los ejes de las ruedas serd:
RBE +RB3

. = = ) . o
dmln cosﬂmin (RP02+RP03) cos«o/cos min

por lo cual los axoides de funcionamiento no coincidiran con los de

tallado,a no ser que sea V, = =V

2 3

~-E1 grado de recubrimiente wvendra dado por:(engranando 2 la minima

'

distancia) £= sz, +2§

1 L/R..N +(y _+x,;m 2

‘ £ = ok o "2 ¢ R, =m z,/2
{ 2 27| Ry pcosdo ) -1 tagdmin Poz o2
sustituyendo y operando:
1 = 2

- 2 s - % -

€, = A J%z +“(yo+&2ﬂ Z, cosk -z cosdtaga .
LJ - o)

haciendo lo mismo con z sQueda:

3

A - | T_2 2 Y _
"%ITcosdb :2+2(Y0+K2, §2c05x0+.23+2(yo+xjir 2300530 (22+23)cos@ta€%u

NOTA.: " Sd V2=—V3 26 sea,si Kp=X Y XgE-X A ,v quedas

&€ . =
min~ "o

£ 1 i ll_ 2 2 2 2 2 N
= Nerrry ]zz+2(yo+x) Z,008 & +,23+2(y0+x)| 2,008, (22 23)ser
NOTA:En todos los casos anteriores,ademas de tener &1, también hay que

N comprobar la existencia de posibles interferencias.iara eldo
() aplicaremos todos los conceptos ya estudiados,aunque comoe norma”

general puede decirse que si las dos ruedas dentadas no interfic-
ren con la herramienta de talla,tampoco lo haran entre si,




22 .‘- TALLADC DE RUDALS CILINDRICLS DE DYINTTS I-!:"')T,ICOID VLTS -

El tallado puede hacerse con el mismo procedimiento y el mismo

util que las ruedas de dientes rectos, Basta solamente con in-
clinar un dngulo ° la cremallera, como se ve en la figura;

pe rodé!”

ey oA

Si los datos de la cfemallera son m

0'
frontal (superficie generadora) serdn:

o?Yo’ los del perfil ww

m.p = m_/cos Ry , b,

tago%f = tagwo/cosﬁo g

a _.=a
cof co ﬂ
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Datos de las ruedns obtenidas.

~Los datos del perfil frontal de la rueda dentada obtenida
se calculan sustituyendo los valores anteriores en las fér-
mulas correspondientes a las ruedas cilindricas de dientes
rectas talladas con Util cremallera,

-En particdular, el radio de la circunferencia primitiva de
generacién serd:

m Z :
of * - M, « 2

2,cos /30

Rpo ~ 2

expresidén que indica que para un mismo ntmern de dientes,

RPo crece al crecer la inclinacién Ao (es decir, la rueda
serd mds grande). '

Inversémente, para un RPo dado (tamafio de rueda fijo}, z dis-
minuye al aumentar la inclinacidn ﬁb(ﬁn efecto, si cada dien-
te ocupa un ancho constante, cuanto mas se inclinen estos,me-
nos cabran en el cilindro)

-E1 tallado también puede realizarse a cero o con desnlazami-
ento, aungue, como mé&s adelante veremos, este Ultimo carecece
de interés en estas ruedas.

~Seglin sabemos, en ruedas de dentado helicoidal se verifica
siempre (en un plano frontal): tag gy = tag Br.cos

Pues bien, en la talla con cremallera tendremos:

tag/ﬁs = tag /130 . COS o(of
siendeo un valor constante e independiente de si se talla o

no con desplazamiento.,



Problemas en el tallado:

La condicidn que debe cumplir la herramienta para noder tallar la
rueda sin penetracicn es la misma que en el caso de ruedas de dientes
rectos,pero con los datos del perfil frontal de la creunnllera.

2 £ ) d
=Tl desplazaniento minimo sera:

vV . = a - IR .sena
Po o)

min co T

=71 nurtero minimo de dientes que se pueden tallar sin desplazaniento
.. s V4
¥ sin penetracion,sera:
R LA /sen%f = m_ WY /sen%’
Polliny™ “co of o'’ o of
Como RPo(lim) = moleim/2 = mo'zlim/z'cosﬁb squeda al sustituir

2y° )

Z . =
1lim z «COSA,
sena
of

NOTA:Para calculos aproximados puede sunonerse

[~ '3 vin) [a"4 =
senﬂé/sen Of._tﬂga%/tag_of cos B

Con lo cual se tiene:

2y0 3
Sen=
o
NOTA:Z1 factor cos%% hace que con una inclinacidn suficiente de

la cremallera de talla se puedan tallar a cero,sin interferen-

s ~e P . s
cia,ruedas tan pequeiias (en numero de dientes) como se auiera

Por ejemplo,para szo“,y°=1 Yy B=73" ; =z = 1 diente,

Engrane de estas ruedas:

“Engranaje con ruedas cero.-

Los datos frontales de funcionamiento seran:

Py = Pop =Hem . = H}mo/COS/% = Py
e, = pé/Z = 83
taga = tags . = tagab/cos;%

F= Po m {(z,+z,)
d . =R, +R, .= —2i3
min PoZ2 Po3 2,cosﬁ%

La aparicidn del factor cdspb en la distancia entre ejes hace que -




- 7
sera;

-

podaitos tener cualquicr distancia,simplenente rmolificando el valor
. .

del dngulo de inclinacidn de 1a hdlice.

Debido a esto,el tallodo con desplazamiento no tiene utilidac nrdc-
tica en estos verfiles,

~Zngranaje con ruedas V.-

Si se hacen engranar con un dngulo de presidn & ({medido en el pleno
frontal) se tendrd:

tagp, = tagﬁB/cosd = tagﬁ%.cosaaf/cosx

Para calcular 'dmin yel desplazamiento total de l1a rueda,relativo,

X, *X

' *¥a
B = ('V2+V3)/(RP021RI-’03) = 2, ?;E;.COS/.?-O
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1.-INTRODUGCCION .AL ESTUDIO DE LOS TRENES DE ENGRANAJES .-

Hasta ol momento hemos estudiado el funcionamiento de un par de
ruedas dentadas engranadas entre sf{,asi como el disefio de sus dient
Naturalmente que si lo que se desea es {ransmitir un movimiento de
rotécﬁon'entre dos ejes,el empleo de un par de ruedas 1imitaria enc
memente sus posibilidades.En efecto,si la posicion de los ejes este
dada y se encuentran muy separados,resulta antieconomico e inviable
1a creacion de ruedas dentadas enormes.De la misma forma,si la rel:
cion de velocidades necesaria es muy elevada,dos ruedas no resuel-
ven el problema debido no solo a los tamafios tan dispares entre am
bas,sinoc tambien a problemas de interferencia,etc,de lo que ya he-
mos hablado en el estudio de engranajes.

Por otfo lado,la necesidad de emplear ruedas noepmalizadas en el
‘mercado hace imposible la mayor parte de las veces el empleo de un

par de ruedas para lograr una relacion de velocidades dada.

=Por todosg los motivos anteriores nos veiios obligados a sacrificar
la simplicidad de um par de engranajes y usar varios pares,conec-

tados en serie,dando lugar a un tren de engranajes,como el de la

figura: A €2 a Eeﬂ" ?Et‘-’a‘é ?2] E &7
* & % #

Este ejemplo consta de &4 ejes fijos a sus cojinetes y 6 ruedas

* 4
I 1 1 1,

=~En todos los trenes de engranajes,a cada eje pueden ir caladas
una 4§ dos ruedas.

Las ruedas que recibem el mévimiento por su periferia (dientes) y
lo transmiten a otra por el eje,se llaman ruedas conducidas;laé
qﬁe reciben el movimiénto por el eje y 1o transmiten por la per%—*
- feria se llaman conductoras,

En el ejemplo anterior,las ruedas x,é'y & son conductoras,y las




.intermedias 6 ruedas parasitas. ! R !

3,5’ v 8 conducidas.

+

Las ruedas que reciben el movimiento por la periferia (dientes) ¥

lo.transmiten al mismo tiempo por su periferia,se Ilaman ruedas
Ifi 7 i
i |
1 3

i 1i

Como veremos mas adelante,estas

ruedas parasitas no introducen

ninguna variavion entre las ve-
locidades de las ruedas gque contactan con ellas,y su unica mision
es cambiar la direccion del giro entre las dos ruedas adyacentes,

asi como separar los .gjes de estas ruedas,

-En los trenes de engranajes los ejes de todas 1#3 ritedas pueden
ir mqmtédos sobre unos‘cojinetes fijos al bastidor,é ir montados
en unos cojinetes fijos a un brazo gue al mismo tiempe sé mueve,
En el primer caso tenemos los trenes de engranajes ordinardos ¢ de

ejes fijos,y en el segundo casoylos trenes de engranajes epicicloi~

dales 6 de ejes moviles,

-El ejemplo anterior responde a un tren de ejes fijos.

Un tren de ejes moviles puede ser el representado en la fig.En €1,
el brazo y la rueda 1 reciben el movimiento independientemente
El movimiento de la rueda 4§ es el

resultado de w

2 v de w, .

b

Ambos tipos de trenes requieren un tratamiento diferente,por lo

que todo el estudio lo efectuaremos separadamente,

~Como resunen podemos decir que los fines que se persiguen al
crear un tren de engranajes son
lJ2,-Variar el sentido de la marcha entre dos ejes.

2?2 ,~Hacer posible la transmision entre dos ejes muy distantes
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32,-Cbtener una relacion de velocidades dada entre dos ejes,bien:

L

a) Porgue no“se disponga
b) Pokque la relacion de
¢) Porque la relacion de

surable (V2 , ®),y el

das sea muy grande,

de las rTuedas precisas.,
velocidades deseada sea muy grande,

velocidades sea una cantidad inconmen-

error que se comete con solo dos rue-

Zn los casos 12,292 ¥ 32 a),los trenes de engranajes de gjes fijos

son los mas empleados. En el

caso 3!b),o sea,cuando se desean rTe-

laciones de transmision muy grandes,con el empleo de pocas ruedas,

los trenes epicicloidafles son mas indicados,




2~1,-GENERALIDADES SOBRE TRENES DE ENGRANAJES DE- EJES FIJOS.-~

~Como se ha dicho son los que tienen todos los ejes de las ruedas

fijas a2l bastidor del mecanismo,

En la figura,las ruedas 1,3 y 7

son conductoras,y las 2,4,6 v 8

conducidas.Las ruedas 4 y 5 son

parasitas.

=Cuando los ejes primero y ultimo

-

=Los trenes de engranajes de ejes

que si todas

se reduce a:

(lef~

22 + 23 = zh -+ 25

distancia entre centros

estan alineados,como se ve en

la figura,se ha de verificar la igualdad de 1:

las ruedas tienen el mismo paso

fijos se pueden construir con

cualquier par de ruedas dentadas que hemos visto,asi como con

combinaciones entre tipos diferentes.Por ejemplo,se pueden céns-—

truir trenes de ruedas de dientes rectos exterioresj;de dientes

rectos interiores y exterioresji;de dientes inclinadosgsjde dientes

rectos e inclinadosjde dientes conicosjde dientes rectos y conicos.

como se ve en la figura,ete.
De esta manera,las posiciones

de los ejes primero y ultimo

no tienen porgue ser paralelas.

i

e

3

1 4

I£"

M
2 t L’,H—;” -
= -

i

[

-=Tgmbien,con objeto de ganar espacio,los ejes de todas las ruedas

no se colocan en el mismo plano,

sino en planos paralelos,como se

ve en la fipgura.



2=2,=ESTUDIO CINEMATICO DE'1L0OS TRENES DE BJES FIJOS,.-

—Llamarpmos"relécion de transmision" de un tren de engranajes
(6 razon de velocidades total),al cociente entre la velocidad an-
gular de la ultima rueda y de la primera,

En el tren de engranajes de la fig.

la relacion de transmision sera
J = v, [ ¥,
Las "relaciocnes parciales de trans-

#
mision entre cada dos ruedas seran:

323 = w3/ wz H 334 = w; / Wg ; 376 = w7/ wé

-Veamos ahora la relacion entre el numero de dientes de cada rued:
¥y la "relacion total de transmision",

En la figura anterior,y comoc sabemos: w3/w2 = z2/23 vee. (1)

Por ir las ruedas 3 v 4 caladas en el mismo eje: w3 = W s (2)
Entre las ruedas k& v 5: ws/wh = 24/z5 essaes (3)

Por ir las ruedas 5 y 6 caladas al mismo eje We = Wg  aees (4)
Entre las ru-das 6 y- 7 : oy /w6 = z6/z7 esssses (5)

Operando entre las relaciones (1),(2),(3),(4) v (5) anteriores,

z2 zh z6 n? dientes ruedas conductora:
W / W, = e m e - - -
7 2 gB z5_ z7 n? dientes ruedas conducidas

se tendra:

Llamaremos razon de dientes a:

ZaZyZg _ producto n? dientes ruedas conductoras
23.25.27 ~ idem ruedas conducidas

r.dg=

En comnsecuencia,en un tren de engranajes de este tipo,la relacion

de tramsmision es igual a la razon de dientes (en modulo ¥ signo)
| J = r.d.

-=E1l sentido de rotacion puede obtenerse facilmente dibujando unas

flechas sobre el esquema del mecanismo,como s ve en la figuré

anterior.iZn ella,w2 v w7 giran en sentidos cbntrarios,con lo cual

la relacion de transmision (y la razon de diehtes) es negativa,

NOTA:In el caso de existir ruedas parasitas,y a efectos de modifi.

cacion de la velocidad,es como si no existieran,pues hay que

considerarlas al mismo tiempo conductoras y conducidas




Como se ve,el numero de dientes

de la rueda parasita 3 no modifi-

ca en nada el valor de la rela-

cion de fransmision.

~-Siendo 523, j45’et°’ las relaciones parciales de transmision

entre cada par de ruedas engranadas que forman el tren}se tendra

en general:s j = 323-345.j67......

~Puede observarse tambien que en un tren de engranajes sin ruedas
parasitas,el numero de ruedas y el numero de ejes estan relaciona-

dos por la expresion
' x + 1 (ejes) «=> 2.x {(ruedas)

En efecto,teniendo en cuente que el primero y ultimo ejes llevan
una sola rueda,y todos los otros ejes dos;

2,(x = 1) 4 2 = 2.x ruedas

NOTA: Todo lo anterior es valido para cualquier tipo de engranajes
(dientes rectos,inclinados,ruedas conicas,etc),ecepto cuan-

do en el tren se emplea un engranaje de tornillo sin fin.
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N ESTUDEO DINAMICO DE _LOS _TRENTS DE ENGRANAJES DE SJRS
EIJOS .~

~ Como es 1l8gico, todos los conceptos estudiadés sobre ané
lisis de fuerzas en mecanismos son de aplicacién al estu
dio de estos tipos en particular.
En ellos se han de cumplir las ecuaciones genernles:

EF =0 l

EM=0
tanto para el mecanismo en su conjunto,como para cada --
uno de los miembros por separado,
Ademés, sl suponemos su rendimiente unidad, también se ha
de cumplir el principio de las "potencias virtuales",En
un sistema en eguilibrio, peroc que puede movefse(o se mue
ve), en cualquier movimiento posible la suma de las po=-=
tencias que entran en el sistema (con signo (+) las que=

wealmente entran, y con signo{=)las que realmente salen)
es nula, '

- A continuacifn vamos a realizar péra estos mecanismos un
estudio a nivel global de las potencias virtuales, y lue
go otro estudio particularizado para sus diferentes miem
bros parahallar los esfuerzos actuantes sobre cada uno.

Fara ello nos vamos a referir al mecanismo de la figura:

Convenio de signos{{r.ézi

camente, M5 como par re-

sistente tendrd signo -)

- En el mecanismo de 1la fiéura, los esfuerzos exteriores
aplicados son el parmoter M2 v el par resistente M5 ———

(ademas del par de vueico, que no produce trabajo si el
bastidor esta fijo).




Por tanto, el principlo de las potencias virtuales indica

112_.&52 +M5.w5 = 0 (1)

Por otro lado, los movimientos posibles estan ligados =w
por la ecuacidn

Gpy |, Zezy
o, ZqeZy =/ (2)
/uwz - ws = 0 (3)

Como se han de cumplir simultaneamente las Ecuaciones

(1) v (3), sus coeficientes han de ser £Aguales o propor-
cionales,por lo que:

M ~
M2;__2:>‘_~?jd;=
T T
que como vemos, no es mas que otra forma de esceribir la
Ecuacién (1),

(Obsérvese el sentido negativo de Mgs como tenfa que su-

M, (%)

"

Nie

ceder con el convenio establecido), .
~ Como es l6gico, este mismo principio puede aplicarse a

dos miembros del mecanismo cualesquiera, Por ejemplo}

Mh;wu = MB'WS

Wt z
5 .
—-‘?l—“-=-—z% = -H/L *:Pws-«k/waz‘ = 0

M, ¥
/u." 1 ”5"/¢Mu
En este caso, al ser i megativo, My tiene la misma direc-

ccidn que M (aunque, por supuesto, M, tiene sentido con

5

trarioc a W o

~ Analizendo ahora las fuerzas que interviene, podriamos

~-dibujar los diagramas de cuerpo libre de la figura:
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//

Teniendo en cuenta que las fuerzas radiales no producen

momentos, se tendri:

|
=

=0 T

(-] XY R RN NN NN N M2 - T32.R2 32 = 23

I
GIIQ'....ooooo.ooo-TBZ.RBu[- TBB.RZ‘, = 0 J Tsll- = Tl"s

e ssassas s TLI_SQR_B - M5 = 0

III

expresiones que permiten hallar TBZ’TSQ;MB en funcién

de Mz v~ los radios primitives, _

(Los tramos de 1los ejes de las ruedas que estén regrue=
sados representan las zonas sometidas a momentos terso-
res),

Aparte de lo expuesto, falta por calcular las reacciones
en los apoyos, que en este momento mo tienen ningfin inte

rés,
(Obsérvese'que en este tipo de ténes, las fuerzas de ==

inercia son nulas).
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3-1.-GENERALIDADES SCBRE LOS_TRENES DE TNGRANABELS DE EIRS MOVILES.

Como hemos dicho,trenes de engranajes de ejes moviles & epicicloi~
dales son aquellos en que los centros de todas las ruedas no estan
inmoviles,sino que algunos de ellos pueden girar alrededor de los

ejes de las oitras.

Se llaman ruedas '"'planetas" é las que se mnueven alrededor de ejes

fijos,y ruedas "satelites" a las que tienen ejes moviles,que a su

vez giran alrededor de un eje fijo.Tstas ruedas satelites van sienm
pPre unidas.a un"brazo®,el cual gira sobre un eje fijo.

(Tambien pueden llamarse estas ruedas "solares" ¥ "planetas",res~

pectivamente,aunque es una nomenclatura menos usada)

NOTA:E)l nombre de trenes "epicicloidales procede‘dé que c¢cada pun-—
to de la rueda "satelite" describe al girar sobre si misma,
y desplazarse su centro con el brazo,una epicicleoide 6 hipo-

cicloide,

Tipos de trenes epicicloidalses:

a).=Trenes epicicloidales simples:
Son los que tienen los ejes de entrada y salida alineados.
En estos trenes,bien el eje de entrada 6 el de salida,debe
girar con el brazo (En efecto,si el brazo no se moviera,ten-
driamos un tren de ejes fijos)
Por otra parte,bien el engranaje conductor 6 el conducido,
debe estar fijo.
Trenes de engranajes epicicloidales simples solo hay dos tipos
El tren de 3 ruedas y el de 4 ruedas,
Tanto uno como otre pueds ser construido con cualquiera de los
tipos de dientés vistos,como se ve en las figuras.
En todas ellas,la corona (planeta con dentado interior) es la
rueda 2,el satelite la 3 v el planeta la 4.B1 brazo es b,
Por razones constructivas,sieqpre se hace pasar‘el brazo movil

por el interior de la rueda que se inmoviliza,teniendo present

que la rueda inmovilizada puede ser tanto la corona como el Pl
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Trenes de tres ruedas:

b)Trenes epicicloidales de balancin:

3

1z

pPig

Lt

En ellos,los trenes de entrada y de salida no coinciden.

El movimento de 1a primera rueda conductora v del brazo sz obtie-

nen separadamente,dando como resultado el movimiento de la ultima

rueda conducida.

("

¢)Trenes epicicloidales diferenciales;:

Se obtienen a partir de los trenes simples,pero sin fijar ninguna

.de las ruedas.Es decir,habra dos ejes de entrada y uno de salida,

vicebersa.(Con estos trenes se consigue recoger em un solo eje el

efecto del movimiento en otros dos ejes,$ distribuir el movimient

de un eje en otros dos).

_3 P 7
;%ﬁgéf .b”;‘
€q |2 ....—*5
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d) Trenes epicicloidales compuestos:

Estan formados por la combinacion de dos trenes epicicloidales

simples,como se ve en la figura, ‘ =
Esta tren consta del ftren simple E b 3

| 2 T::;_ =
2’3’4’5 b A del 5”“"60 Rl ey I--.._...
Aplicaciones de estos trenes: rid

~Uno de los usos mas impértantes de estos trenes es como mecanis-
mos de reduccion de velocidades (6 multiplicacion),ya que con ell:
pueden obienerse fuertes maltiplicaciones 6 reducciones,con pPoco
numero de ruedas,como mas adelante tendremos ocasion de comprobar.
~Tambilen pueen.usarse para legrar relaciones de transmision exace
tas,dificiles de lograr con trenes ordinarios,

=Tambien son muy utiles paré repartir una accion motfiz entre dos
ejes (diferencial de automovil) gque éiran a diferente velocidad,

6 para concentrar dos acciones motrices en un solo eje.
~Finalmente,y dade que en los trenes simples el engranaje conduc-
tor ¥ el conducido debe quedar fijo,y segun se fije uno u oiro se
obtiene una diferente relacion de transmision,como mas adelante ve
remes,estos irenes son empleados en lés cajas de cambios de velo-
cidad,sobre todo en las automaticas,ya que la accion de frenar
una u otra rueda puede lograrse por la aplicacion de frenos ¢ em-—
brages movidos automaticamente en funcion de los requerimiento’s

della.maquina (automovil,etc)
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3—2—1.-CALCUL6 bE LAS VELOCIDADES EN UN INSTANTE DADO .-

Sea el tren epicicloidal de la figurg,en el cual gueremos hallar
1a velocidad absoluta de la ultima rueda,conocidas las velocida~
des absolutas de la primera rueda y la del brazo,por aplicacion de

los conceptos geﬁerales estudiados en la primera parte,

Datos.~ Wo ¥ Wy

f*QO%ﬁ 34 ] ﬂ% Incog.~ wg
o Y & §—- -] 4 —3
. ., IJ .
- ;//7\\5 ‘ Soluci,-
”*5&:\
ﬂ“ﬁwggb ‘ 12,.-S1i W, es la velocidad angular de

:EN%; brazo,Bb!' y Cc’son las velocida-
des lineales de los ejes de las ruedas 3 y L s ¥ 5.
22.-8i w, es la velocidad mngular de la rueda 2,PP, es la veloci-
dad lineal absoluta del punto P,
32,.,=-En la rueda 3 se conoce la velocidad de P y de B3El c.i.r,
de esta rueda (y de la U4) sera I,y ,hallado como se ve en la
figura. Conocido 134 se calcula Qq ,velocidad del punto Q de
la rueda 4,igual a la del punto Q de 5.

4o ,~Conocidas las velocidades de Q v de C de la rueda 5,se calcu-

1 I - i = .
a I,. Conoeido I, se tiene Ve Qq/Q15

NOTA :Hemos de observar gque si wzly wb son constantes, Q¥ QI5
tambien lo seran,por lo cual la velocidad w5 hallada sera

la velowvidad angular absoluta de la rueda 5 en todo momento,
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3-2~2,~ECUACION DE IA VELOCIDAD:FORMULA D& WALLIS .-

En el mecanismo de la figura,vamos a ver

oeo) la relacion existente entre la velocidad"
‘AN

. angular del brazo de arrastre,la velocidad
T Vpﬂ) = W’L‘s—)

angular de la primera rueda y la de la Ul-

tima.
Se tendra: 1fgz§)J= Wy (r, +‘r3)
—> N
IV2(3)] =[Ve(2) |= ¥a-r2
Segun sabemos: . o .
Vo(3) = Vp(3) * Vop

Vor = Vo(3) = Vp(3)

dado que son vectores paralelos:
WaeTy = = Wyury ¢ wb.(r2 o+ r3)
r3( Vo =) = v, (v~ wy)

W

3 "M _ T2 _Z
Wb - w2 I‘B ZB

rultiplicando ambos miembros por (-1)

b~ "3 _Z2

El segundo termino no es mas que la razon de dientes de este

tren,calculada como si fuera de ejes fijos. r.d, = = 22/23

Podemos finalmente escribir

- W
— = r.d.

b

que es la formula de Wallis,que nos da la relacion entre la velo-
cidad angular absoluta de la ultima rueda del tren,y la primera,

" NOTA:Como se comprende facilmente,la relacion obtenida para solo
dos ruedas puede gene;alizarée para cualquier numeroc de ella:
sin mas gque aplicgr lo anterior a los conjuntos sucesivos
de pares de ruedas.Asi se obtendra en el caso general

. -
;ﬂ;hha— = r.dy
P b
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w3—wb es la velocidad relativa de

rotacion de la rueda 3 respecto del brazo,y w

Podemos observar due

Z"Wb la ve-

locidad de rotacion relativa de la rueda 2 respecto del

brazo,.l'odemos escribir,pues:

3 /b
. Y2 /b ;
(En los trenes de ejes fijos seria: 3/tierra _ _ 4 )
w X = etle
2/tierra

- r.d.

Zn otras palabras,lo anterior equivale a decir que.si da-
mos al brazo movil de arrastre de un tren‘epicicloidal
una velocidad igual y contraria a la que tiene realmente,
(-w,),el tren quedara convertido en uno ordinario,de ejes
fijosjla primera rueda dara entonces(wp-wb) r.p.Mm, ¥ la
‘ultima(wn—wb).En estos trenes,la ralacion de transmision
es igual a la razon de dientes,y tendremos,como antes:
W_ =W

1 b
wp-wb

= rodc

NOTA:La razon de dientes da idea de como giran las ruedas dentads
entre si,sin tener en cuenta sus velocidades absolutas,ni 1z
velocidad del brazo.

Por consiguiente,para hallar la r.d, {que siempre llevara st
signo,positivo si la primera y ultima ruedas,éonsiderando
el brazo fijo,giran en el mismo sentido,$ negativo,en caso
contrario)basta con considerar el brazo fijo,y calcular la

r.d, como si se tratara de un teen ordinario.

NOTA:En un trer de ejes fijos,la relacion de transmision wn/wp

(d wsalidafwentrada)’era igual a la razoh de dientes r.d.

J=_‘:_s_=rodc
Ve
En un tren”epicicloidal,la relacion de tramnsmision J = w_/w,

(o Wn/wp) es diferente de la razon de dientes,tanto en modu:

como en signo.Lo que es igual es la relacion de transmision

relativa WB/b)/ Vo /) ® la r.d, :
Por supuesto,w,. Pu C{é ser el brazo o una cualquiera de las

ruedas, vy viceversa,Por tanto, la J puede variar, para un
mismo tren.
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Ejemplo 1l.=

W, = 200 r.p.m.

b
I

-~100 r.p.,m,
W3=?

wg = (-100)

200 ~(-100)

]
o

3600 r.p.m.

3]
B2
i

b
i

?

b _ _ 80
120

)

0

b = 200 YeD.M,

E
i1

?

w5-2000 on

_ _ 8280
0 -2000 - ~o1°

9—2_—_-
= 8281

2:
Wb1=2000 TPl

w9 = 7
w5 = 0,2“‘15 I‘.p.m.
Yo = 0,245 4585

5 =

1440 r.p.m,

—_— WS:‘:O ’ 2415rp

0 = 0,20415 = 8381 = Vg = 0,00002916 rpu

(equivalente a 1 revolucion cada 23,8 diaal

{8on este ejemplo se ven claramente las posibilidades reductoras

de los trenes epicicloidales)

Ejemplo 5.-Tren Qiferencial

- -

=30
f/ £ 1F=320
T -""_“ & ""_-'?
.F T3
9 i " 25230
7 .
1 L { +
3,597 “g==-1

W, = 300 rpm

i

Ve 100 rpm

V10=?

Las velocidades a la enirada del tren

diferencial servan: w3=wua§300‘rpmy ¥y

W7 = Wg = -‘-100 rpm,

La raZen de dientes en el tren epicicléhdal U4-5-8 vale -1 yROYT sex



5 una rueda parasita,y las 4 y 8 iguales en numero de dientes.

Por tanto: wg = Yy 3 -100 - W
Wy, = Wy _mb = =l Wy S =200 Tpm

en el tren ordinarioc de salida se tiene:
Y30 = =200.(=40/20) = 400 rpm

Ejemplo 6.~ Tren epicicloidal compuesto

Vo = 2000 rpm
'WS = ? o
o e En el tren 2-3-4-5 5-vy 20,15 _6
‘ 2000- w, = 65,70 ~ o1
4 91.w5 =1B000
L_; despejando w, = T3 (1)
En el tren 6-4-5 w§ - wB‘_ _ 100 o _T0 (2)

0 = wy 0 b~ 170 °75

Entre las ecuaciones (1) y (2) se despeja w

Wy = 214,3 rpm.

NOTA: Se ha de tener cuidado con el valor de la razdn de dientes
en los trenes de ruedas cénicgs;pues aparentemente tenemos
tendencia a tratarlos como los de ruedas cilindricas,y es-
to puede indueir a error,

En la figura se han dibujado un tren cénico.de tres ruedas,
con los ejes primero y ultimo paralelos,y a su lado un
tren normal,aparentemente equivalente.

Observese que el tren cdnico tiene una razdén de dientes

negativa,y el otro tren,positiva,siendo su valor absocluto

iguales en ambas,
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" 3=2-3.-METODO DE TABULACIOﬁ DE VELOCIDADES ,-

Teniendo en cuenta todo lo anteriormente dicho,y para facilitar

el calculo de todas las velocidades intermedias,es conveniente

muchas veces efectuar una "tabla de velocidades",para lo cual

tendremos en cuenta:

1¢2,.,-En la pfimera fila de 1la taﬁla pondremos lag velocidades an~
gulares de cada rueda,como resultado del giro del brazﬁ.En
esta fila solo figuréra la velocidad del brazo.

22,~-En la segunda fila pondremos inmovil el brazo,y animaremos
a la rueda de velocidad conocida,de una velocidad tal,que su
suma con la velocidad del brazo sea la velocidad absoluta
dada de'esfa rueda,

¢.~La suma algebraica de las velocidades tabuladas en ambas filas

nes dara la velocidag aﬁsoluta de cada rueda,

Como se ve,no hemos hecho mas que aplicar la formula de Wallis,

diciendo gque la relacion qe transmision relativa respecto del

brazo es igual a la razon de dientes.

Ejemplo 1,-

t=go w3 = Wy, = T v ws = %

miembro brazo 2 3-4 5
ruedas fijas en el brazo -30 -30 ~30 =30
ruedas sueltas y brazo fijo o] | 80 —%%.80:-160 640
velocidades absolutas =30 50 ~190 610

Observese que al animar a2l conjunto de una wvelocidad opuesta a la
- velocidad del brazo,la rueda 2 dara -30 rpm.Como en realidad da
50 rpm,hemos de aplicarle la velocidad de 80 rpm,para que con las
-30 rpm del brazo de las 50 rﬁﬁ previstas,

Las demas velocidades relativas,considerando el brazo fijo,se han

hallado como en los trenes ordinarios.



jemplo 2=

Lo *
En el tren de la figura,icuanto ha de valer la velocidad del braz

para que la velocidad angular de la rueda 5 sea-T75 rpm.?

W= 0 rpm.

miembro brazo 5 k .3 2
Tuedas fijas al brazo 1 1 1 1 1l
ruedas sueltas y brazo 0 -96 16 20 96 16 w98 ~1
fijo \ 18*20'2% | 16°20 15

velocidades gbsolutas 1 -3 29/5 -5 0

Como no se conoce la velocidad del brazo Wy, 5e ha supuesto un
valor cualqﬁiera,con la condicion de que la velocidad de la co-
rona fija v, sea nula,como dice el problema.

Naturalmente que con esta premisa la velocidgd de 5 no sera de
=75 rpm,perc una vez hallada w5 fara w, = lrpm,podemos hallar

b
W

p para que w5 sea =75 rpm,
De la tabla se obtiene: wb/w5 = =1/3
W, = ~75.(-1/3) = 25 rpm. (como se vé,a derechas)
_Z..i.g.?.—_ . - :.2... ’
e Tl 145 rpm; | Wy = 75._3 = 125 rpm,
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3=2=l, ~CONSIDERACINNES CINEMATICAS S0BRY L0S TRINES TPILSIMILES.-

s

a)Consideraciones sobre el tren simple de tres engranajes.-

Dado que el tren simple de tres engranajes se emplea como meca-
nismo reductor,vamos a ver que factores intervienen decisivamente

en la relacion de transmision,

~En primex lugar,y dado que podemos fijar la corona & el planeta,
Vveamos due ocurre en cada caso.
(En todo el estudio supondremos la entrada al tren por el brazo)

Corona fija

- . a- _ ' _
Z, = 100 A suponiendo We= Wy = 1 rpm
== -1
Zy =25 ., 4T 100 .
3 *Q'GE—-—E‘:I—»S 0 -1 - " 750 = ""4-3er
. Z) = 50 . 5 -
Y wafwy = w [ = § = 3/1
. ‘
Planeta fijo 2
suponiendo w_= w, = 1 rpm
z, = 100 3 e b
e f=1. 2 —_ W 1,5 rpm
= : ‘{ - . = -7 = N
73 = 25 L | | W= I 1 2
s .
zh = .50 o Wz/w.b = ws/we‘= 1’5/1

Esto demuestra que a igualdad de numero de dientes (me jor,para
igual razon de dientes),el mayoxr cambio de velocidad se consigue

fijando la corona (rueda mayor)

-Veamos ahora la influencla de un cambio en la razon de dientes.
Para ello supongamos el tren simple de la figura,con la corona

fija,y una razon de dientes mayor que en el ejemplo anterior.

2
3 %, = 100 Suponiendo Wo = Wy o= 1 rpg
_l-{ z, = Lo Wy, =1
3 4 100
5 Sz—zo o -1 =" 35 =» vy =6rrpm
zl-.-
ws/we = WB/WB = 6/1

FILTIIT
Como se ve,cuanto mayor es la razon de dientes,mayor es la rela-~

cion de transmision,



-En consecuencia,en los trenes simples de tres ruedas,para obte-
ner 1la maxima relacion de transmision hemos de fijar la corona,
y poner,entre la corona y el planeta (el satelite es una rueda

parasita) la maxima razon de dientes posible.

NOTA:Observese que en los trenes epicicloidales simples dé tres
ruedas,la relacion de transmision j es siempre positiva,y
la razon de dientes siempre negativa,

Estos trenes de trers ruedas nunca permitiran que los ejes de

éntrada ¥y de salida giren en sentidos opuestos.

b)Consideraciones sobre el trem simple de cuatro ruedas.~

Veamos que factores intervienen en la relacion de transmision de
este tipo de trenes,suponiendo siempre que la entrada al tren se

efectua por el brazo.

-En primer lugar,y dado gue se puede fijar uno de los dos plane-

tas,vamos a ver que ocurre segun se fije el mayor 6 el menor,.

B \ff
i - =W, =
L %,=120 Suponiendo W SW = lrpm
i 5 Z.=30 W, =1
= {;—+$ 3 5 _ 120.70 _ -
- wLp z 5 -1 = “30.20 1% = ¥g= -1lirpm
? y=70 . ,
- 2g=20 ws/we = -13/1
\ T L4
=
2 by igual n¢ Suponiendo w_=w = 1r
e & 2z |b 5 gu n . Pl ien o= V1 pm
é de —= = 14 — w_, = 13/14 rpm
L ey | worl 2
dientes w /e, = 0,93/1
2
s T
) 1 T ; Z,=120 Suponiendo W TW = 1rpm
g ot _ _
0 -1 I = Y5
ki ;
2 7 Z5=20 wglwg = 15/1
1 ‘,{ .
C) igual n? Suponiendo W =W, = lrpm
| 5 . 0 -1 14
i : [~ dientes —— - w, = 15/14rpm
e = —
‘ . e . , Wyl 1 2
: w fw, =1,07/1




Como se ve,para-una razon de dientes dada,la mayor relacion de

]

transmision se obtiene fijando la rueda mayor.,

. ~=Veamos ahora la influencia de una variacion de la razon de dien-
tes en la relacion de transmision,
Sean los dos trenes de las figuras,con la rueda mayor fija,y una

mayor razon de dientes que los casos anteriores respectivos,
. )

a_{% Z,=120 Suponiendo w_= lrpm
W1
5 Z =30 5 “—120075 = - ) —-
E_.,s 3 5T % 5075 = 720 = Wg= 21 rpm
' Z)=75
Ws/we = 21/1
T 25=15
. .
l igual w5—1 ve = lrpm
[:" Is n® de 6oL R0 = Wy o=- 19 wpm
= dientes
: i ientes ws/we = «19/1
o -

Como se ve,al aumentar la razon de dientes aumenta 1z relacion

de transmision.

~En consecuencia,en los trenes simples de cuatro ruedas,para lo=-

grar la maxima relacion de transmision hay que fijar la rueda

mayor y colocar la maxima razon de dientes posible,

NOTA :Ohservese gquy en estos trenes la razon de dientes puede ser
positiva 6 negativa (depende de que tenga 6 nd una rueda
corona),y la relacion de transmision tambien pueade ser no=-
sitiva 6 negativa,dependiendo del tipo de tren y de su razon
de dientes.

Con trenes epicicloidales de cuatro ruedas puede lograrse

que los ejes de entrada y salida giren en igual o en difew

rente sentido.,
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3=3,=TSTUDILO WI&AMICO DE LOS TRENMNES ZPICICLOIDALLES .-

~Como en cualquier mecanismo,el célculo de las fuerzas dque sobre

sus diferentes miembros aparecen se basa en la aplicacidén de las
—D ——

ecuaciones generales de la estdtica ( SF = 0 y XM = O )} al meca-

nisme en su conjunto,y a cada miembro por separado.

-En este analidis de fuerzas habrd que considerar,no solo las
fuerzas estaticas,sino tambien las dinamicas 6 de inercia.

Estas fdltimas,sin embargo,pueden ser equilibradas perfectamente,
utilizando los procedimigntos-conocidos,é con un adecuado disefio,
En este sentido,los trenes epicicloidales
siempre se disefian con varioes satelites,tra;
tando siempre de que las fuerzas de inercia
quaeden perfectamente equilibradas,

Aunque para un dimensionamiento correcto de
todos los miembros de un mecanismo epicicloi

dal las fucrzas de inercia han de tenerse

muy en cuenta,nosotros ndé nos ocuparemos

aqui de su cdlculo,aunque si queremos hacer

— una importante aclaracion:

|
In el mecanismo de la fig l,resulta evidente que con la disposi-

cidén adoptada las fuerzas de inercia se equilibran perfectamente.
Sin embargo,en el mecanismo de la fig 2,al tener las ruedas 3 ¥ 4
diferentes masas,las fuerzas de inercia que aparecen originan
tensiones adicionales sobre el brazo soporte,que pueden alcanzar
valores muy importantes,y que sera precisc eliminar por algunos

de los procedimientos estudiadoes,$ tenerlas en cuenta para el

correcyo dimensionado del brazo.

=2 continuacidén vamos a efectuar el cdlculen de los esfuerzos es=

t4ticos en algunos mecanismos de este tipo (los mds usuales), -
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realizandoe primero un andlisis global, v posteriormente

otro pormenorizado a cada miembro,

Tren epicicloidal simple de tres ruedas:

T Senti
3 v Mb el par aplicado al brazo
bi ;: . M, el par aplicado a la rueda 2
;; “ ;;; My, el par aplicado a la rueda &4
l

Como se ve, es un mecanismo de dos grados de libertad.

N

Zn 1 se ha de cumplir el principio de las potencias virtuales

M W —PMh.wh4-mb.w = 0 '(1)

siendo los movimientos posibles los que cumplen la Ecuacidn
de Wiliis

W w
L = "b
= rd
rd2w2+—(1 - rd)}wb - W, =0 (2)

El cumplimiento simulténeo de las Bcuaciones{i) y (2) indica
que :
MM (3)
rd lerd T =1
Ecuaciones que permiten hallar el par de salida(que puede ser
cualquiera de los tres, por ejemplo, Mh) conocido el par de en=
trada (por eJemplo,M ) serd el que actfie sobre el miembro fijo
(que en este supuesto serd, elvdentemente, el 2)
NOTA . Obsérvese que de (3) se deduce que M + M 4‘“& = 0 lo nue
ha de ser asi por estar los 3 ejes allneados.
NOTA: Obsérvese que si uno de los pares es cero, también lo
seridn los otros ‘dos.
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w 51 analizamos ahora el equilibrio decada uno de los miembros que

lo componen, tendriamos:

Miembro 2

— — [

EF=O=t>F12+F32=O

EM

t - =
Orz:ijz .R?_"‘Mz

Miembro 3

-—

EF = 0 = F23 +Fb3 .4,.F43 = 0

o r X |t - — t o t - t

de donde se deduce ademds:

e Fpg = 2 Fpq = 2 F};’B (5)
; Py .
=
Miembro 4
EF = 0 = 531;*?14 =0
EMf = 0 =+ F;h‘."'nh:Mh ‘ (6)

Miembro bFfazo

EM = 0 = Fjbh'nb: Bb'.(nz.yRB) = M | (7)

Las expresiones (#)(5)(6) ¥y (7) nos permiten resolver cualquier
problemé de esfuerzos en estosdtrenes,

NOTA: Partiendo de estas Ecuaciones también puede llegarse a las’
Eeuaciones (3) anteriores,

En efecto:

A £ 2M2 2}42 .
Mb = Fab.Rb = 2 F23.R = -—-ﬁz—-—- R.b = _I-{—;_(R2+H3)
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RLI- = R2+‘2R3 =t 2R3 = Rll— - R2

M2 Rh
M_b = ——ﬁ-z— (2R2+R4 - RZ) = M?_ (1+'ﬁ£
R
Como en estos trenes, rd = = —%Z
1
M = - Mz(-;a- - 16‘

Tren epicicloidal simple de 4 ruedas:

——

Sean M 2l par aplicado al brazo,M, el

: =17 |7 par aplicado a la rueda 2/M5 el par =-
.:T é[ aplicado a la rueda 5(todos ellos son

ctc e pares exteriores: por ejemplo,My puede

m‘ W . L
hl ser el par de entrada, Mg el de salida

Yy M,, si esta es la rueda fija, la rea-

cclén del bhastidor. Iguaimente podria
suponerse cualquier otra combinacién posible)’,
- En todas ellas se ha de cumplir el principio de las potencias

virtuales:

Mz.w2+-Mb.w5-+M5.w3 = 0 (1)
Los movimientos posibles son los que cumplen la ecuacién de
Willis:
| Wy = W
Y2 b
wz‘;rd+(1-rd) Vi, = Wg = O (2)

El cumplimiento simulténeo de las Beuaciones(l) y (2), indica

ques:
-}ig s -—}.‘i-l). = M-i ( 3 )
- rd - 1-1"d wl

Ecuaciones que permiten, conocido el par de entrada (que pﬁede
ser My, My ° M5) hallar el par de salida{que tambidn puede ser
cualquiera de los tres) y la reaceidén del miembro que se fije

al bastidor(el tercero no elegido anteriormente), -
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NOTA: Obsérvese que en estos trenes también se cumple que
Mq+-Mb+-M5 = 0, as{ como que si uno dé_ellos es cero,
también lo.son los otros,

- 84, analizamos ahora el equilibrio de cada uno de los miembros,

" obtenemos:

Miembre 2

I, ——
4

_‘EF = 0 = F12+F32 = 0

3 t
O =P
3

()

b
e
]

2 ¢ Ry = M,

Miembro 3-4

EFf = 0 = F23+Fb3"++F51& = 0

(5)

— t . t .
EM = 0 = F23 » RB_ = F5’+ . ‘Rf-l-
Miembro 5
EF = 0 =2 Fh5~f—'F15 =

T S (6)
EM-—OF_—-F’FLIIB.RSWMB

Miembro brazo

Eﬁ:O 1=f>F’+b.Rb=}fb

3 “ (1)

1 M
N

~0bsérve§e que en este tipo de trenes, al‘ser}F;hl # JF;B}el
brazo queda sometido a un momento torsor seglin el eje z~z (que

solo puede ser contrarrestado situando mm par de cojinetes A
Yy BY
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- Las.expresi&nes(h)(i),(c) y (Z) permiten calecular los

esfuerzos desconocidos, en funcién de los esfuerzob

dados .

NOTA: Partiendo de estas Tcuaciones también puede llegarse

a las Ecuaciones(3) anteriores: En efecto:

. R . t . M
P2z B3 = sy o Ry == Zyng 2 My g,
2 Ry
' ‘R,WR
- , 375 1
Moo= M, R = M, (= -
Por otra parte:
: M M
|. ° — t t — 2 5 -
My = FappeRy = (F23+ Fsh) R, = ( R +R5 )Rb -
M ; ;
= (Mz e L JoR, = M (Rb e T )
P.2 R5 R2°R4 b 2 Rz RS Rth
= M 22t Ry +- B = Ry - R4Ry
2L Ra Ry " RpR,
R R,R,.R
4375 1
- M 14.“2 (*ué__ ) - -————-—Qm-w
RaRs
1 1
= M, (1 +5 ):}12(1..;.&.)
24
RaRy

Iren epicicloidal compuestos

Sean

2 - M2 el par aplicédo en 2
B - My, el par aplicado en 4{por medio
z

6%
| SI | de un freno de cienta, por ejemplo)

- M? el par aplicado en 7
- My, = sz el par aplicado al brazo

= Mb

~ BEn estas condiciones de ha de cumplir:

Myaw, + Mhlw4+-M7;w7-kM6;wb =0 . (1)

b

D, A U T e Lo
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= vy tambien, la ecuacién de los movimientos posibles:

wu—w

bl
= rd tren 1 (2-3=k=b.)
Wo = Vp3 1 1
Wu = W5
W, .= W .
L b2 ya tren 2 (5-6-7-b2)

ecuaciones que pueden escribirse:

rd) Wy — | -wu~k(1-rdl)}wb =0 ‘ (2)

rds¥) = Vo +?1-¢*.dr2)wb =0 {3)

Como la ecuacién (1) ha de cumplirse con cualquier congunto
de wvelocidades que cumplan simultaneamente 1asEcuaciones(2)
v (3), los coeficientes de las w en la (1) han de ser una

combinacién lineal de los coeficientes de las w en (2) ¥
(3), esto es:

M, =0(rd; + B0

M), = (-1) + p.rd,

My =p( (0) + p(-1)

M =& (1erd; )+ p(1erd,)

(%)

Eliminando los pardmetros de proporcionalidad &y P cueda

un sistema de 2 Ecuaciones con 4 incégnitas,

Fijadas dos de ellas, pueden hallarse las otras dos,
NOTA: También puede ohservarse que se cumple?
M2+ Mll"—M'? +Mb = 0

por la misma razén de antes,
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NOTA: Lbs dos ejemplos de trones epicicloidales analizados
posfeen ambos dos grados de liherfad, "or ello, es pre-
ciso fijar dos incégnitas, para hallar las otras dos.

En general, si el sistema tiene G grados de libartad
y actian N pares exteriores sohrelos miembros coaxiales,
conociendo G-N pares, quedan determinados los otros G(tal

es el caso de algunas cajas de transmisidén antomiticas)
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32w 3 SNDIME SNTO DT LOS TRENES EPICTICLOINALES (=

‘- Al contrario de los trenes de sjes fijos, en los que el venw
dimiento es bastante alto (95299%) y de valor constante, en
los trenes epicicloidales el rendimiento varia mucho de unos
tipos a otros, y dentro de cada uno de ellos, varia también
seziin sea el miembro que actde como entrada y como salida,
.asi como el que se fije,

Zn algunos casos, ol. rendimiento de estos trenes alcanza
valores extremadamente bajos, lo cual supone una importante
limitacdidn en su ﬁso.

4 continuacién vamos a realiza; un estudio del rendimiento

dé estos trenes, como los respresentados en la figura.ﬂn to=
dos ellos se denotari por é el trazo, 2 y 5 las ruedas extre-

mas (una de las cuales se fijard siempre),

i
!
]

|

Sean ME’MS y M los pares exteriores actuantes,

Como hemos visto, se ha de cumplir:
MaaWy + Mg oWy +Wy ol = 0 (1)

My+-Mg+My = O (2)

w - W W fa
rd = w5 ’ wb = _;iiku
2 =" 2/p

~ Bl rendimiento del tren fijo{con el brazo inmovilizado) seri

conocido, en funcién del rendimiento de los diferentes engra-

najes que lo forman = = 7%(2_3) ° ?%(4_5)
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w Sin embargo, cuando se quiere expresar el valor de este
rendimiento como cociente entre 1la potencia resistente
¥ la potencia motora nos encontramos con la ambiguedad de no

saber cual de las ruedas 2 y 5 es la resistente vy cual la
motora,

Pero es evidente que solo caben dos posibilidades:

ale~ Si 2 en la rueda motora

_ - j/b.:Ms }_‘
?0 - W2/b¢M2 ( )

b)e= Si 5 es la rueda motora

7 o oMy (5)
[e)

W5/.b¢Ms

(E1 signo (=) en el numerador sefiala que el par resistente

tiene sentido contrario a la veloecidad angular)’

= Por otro lado, el rendimientc del tren epicicloidal si
podrd expresarse univocamente, pues siempre sabremos cual
es el organc de entrada ¥y cual el de salida, considerando
que uno de ellos ha de ser HEecesariamente el brazo,
Supongngios que este es el elemento motor.Entonces el rene
dimiento del tren puede expresare(si 2 es el miembro fijo):
- EloMﬁ | (6)

C= e,

- Como lo que se bPretende es encontrar una relacidn para 7 en
funcién de los pardmetros T Y rd, hemos de combinar adeuca-
damente las Ecuaciones(2),(4 6 5) v (6).

El problema se plan¥ea en cual de las Ecuaciones &)y v (3)
usar en cada caso, ’
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La regla que se empleari sefid la de analizar el signo de w5ﬁ6
vy el de MS en ¢llas,

Si ambas tienen igual signo, se emnleard la Teuacién(53) vy si

tienen signos diferentess, habrd que emplear la Rcuacién (4).

(Como se ve, cuando WS/A;MB tiene signo (=) figura en el nu-

merador, y el tren de ejes fijos serd el tipo a)

NOTA: Obsérvese que en el tren real, M5 Y Wy tienen sentidos

contrarios,

De la Beuacién (3) obtenemos una relacién entre Ve Y w5/6=

w5/b - 1\"5 - W’b
Y2 /b O = vy

ra =

We = Wy rd.wb = 0

5
Wy = (1 - rd)wb (7)
W
- 5 l=rdal
¥s/b = W5 T Wp R Wy = g T —=a_ "5
rd
Ys/b S rd -1 Vs (8)

para que W5/b y w5 tengan igual sigrio ha de ser:

g >0 = {rd)l
ird< 0O

Si rd >1 o rd ¢ O, tiene el mismo signo que w Pero en el

tren real, M5 tiene sentido contrario que Wy POT lo cual M5
Yy w5/b tienen sentidos contrarios, debiendo usarse, en consecuen

cia, la Ecuacfén (%),

En resumen, para este caso, el valor del rendimiento 7, en funci
de ¢O Yy rd puede hallarse utilizando las tres ecuaciones
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My Mg +My = O (1)

O

170 = w2/b o M2 (II)
po- SEl (111)
Y e My

para eldo basta eliminar Mb’MS v M2 entre ellas,

De la lcuacién (II) obtenemos:

: - o
ME.?O = e Ms.rd o 3’15‘= - —'I-:a—* ﬁ‘[z
sustituyendo en (I)
o .
M= rg My M, =0
1. rd
M., = M o -
2 1l - \/?6 b (‘?O—I‘d Mb
rd
sustituyendo en (I)
My = & M e L
5 =My = My = - 7 mrd b= M
7o
U5 = ooy M
¢ v .
omo ademas .2 -1 . rd ( de 7) queda al sustituir en (111)
b -—--—-—{Z?—-_._. v}.‘b
f)?:-(l-rd) rd - 7. .

T
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N = - (igrf)/;f" , (9)

- in e} caso de ser rd>o vy rds 1, las ecuaciones serant

M, + l'~15-i-Mb = 0

—w2 fbcl"fz
/Z =

Wz /b . MS

-y ,H

7z Wy et
Operando como antes conducen a

rd - 1

7 = rd.?, =1 (20)

NOTA: Podrian realizarse estudios paralelos, suponiendo quela
rueda fija fuera la 5 en lugar de la 2, y que el brazo,
fuera la salida del tren, en lugar de la entFfada, como se
ha supuesto,

La tabla adjuntg recoge todos estos valores:
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Ent, | Sal.| Fijo M, M, M, » I
b 5 2 M 2o . rd ¢ 2o
b oM | e, | (2-xd)
rd > 1 rd - 7 b Py = Td % 7= Td
rd < O
1 - 77 .rd
5 b 2 (rd.’?o-l)Ms Mg ~rd.7 .M - (o
1l « rd ;
i
b 5 2 M, 1 T | T m
. o-lb .- —————
rd > 0 | rd--.’?o— 1l 1 . rd.rpo rd.’yo- 1
rd < 1
rd =9 - rd
5 b 2 ""‘“—'g—rf‘k- M, = xrd oM, Zo 7 7C 4
70 7o 70 "% T

Da todo lo expuesto se deduce (teniendo. presente que .;709_-0,96-:-0,98)
que los trenes epicicloidales Ae tres ruedas,y los de cuatro rue-
das con unacorona,en los que rd< O,el rendimiento siempre sera
alto,incluso mayor que ¢%.

Sin embargo,los trenes de cuatro ruedas,con dos ruedas corona o
nunguna, en los que 1d>0 ,habra casos en gue sea alto ¥ otros

en que sea muy hajo,incluso cero,
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Sequn se a diclhwo anterioriente,lf craencion Jo o wn Uxen e entrnna] g

.
(e

surje como consecuencia <e la resolucion de nlgumo ¢

ol
®

estos proble::r
a) Transnitir el nwovimiento entr dos rusdas uy szoaradas
b)Variar el sentido de marcha entre deos ajes

¢)Ttransaitir uwna relacion e velocldades dada entre dos cjes,on For-

L

e exacta o anroiinada,
La necesidad de erenr un tren puede sor dehirn tanto » una —elacic

de transnision elazvada,iimosible de lograr con dos ruedns,cono,

7}

aun siendo nequeila la relecion de transmision,scs immosible fabri-

- - "

car dos 1rurdins cox Un nwiero e dilontes nuy 2levodo,
. _
d)Transnitir m relacion de veloceldades incomnensurable vz ,?T,M%
~para lo cual,sl empleoc :de mayoer num2ro lo ruedas da carda ven Te-

sultados s emnmactos,

]

1 diseflo de un treu de engranajes para resolw:r caalauiera de los

problenas asnteriores no es un problema cuya solicion resulte de unco
ecuacion uatenmatica,siine que es un-compromiso juicioso entre una se-
rie de raquisitos del nroyvecto v de limitacionres pnracticas que lle-
varan,en genernl,a multinlss solucion2s,dentro de las cualesz la uas

sencilla,robusta ¥ =2conoiiica sera siempre la mas aceniable.

Dentre de los factores que influyen en el dise™ o de un tren de engyr

najes tenenos que condiderar:

a)Razon de velocidadas vy sentido de roiacion
o siempre.una relacion de welocidades eracta es posible de con-
seguhr,habiendo de recurrirse a soluciones aproxinadas.lsto depa
dera,natufalmente,de las exigencias del problena.
Trualmente,el santido de rotacion del eje de sal da pusde s2T,0
na,importante,

b)Numero de engranajes

in general,la soluc ion gue emplee menos ruedas &S siemnpre mejoT.
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Uso <2 engronajns co ercislas

Sierre risults nas ccononico usar ruzdas eristentes en ol oren-
do que construirlas 2xpreszancnte.

Sin epbargo,el eapleo de rusdas norializades de pocod dimties no
puede efeciuarse alerraizntejes necesario tener siowsmrs an cuenio
las posivl:s interferencias,pues el mecho 2 gue unn ruada son
nornalizoda no garanti%a un cor~—ecto funcionaniento con Ltodas 1las
deizs de igual paso;

snogoneral,y solo a titulo de ra:farszncia,no 5 reco-endsble el
criplzo de ruedas de ma2nes de 17 dientes ni nayorass cdz 200,
Relaciones wniforries de los enzransj:s:

4l dividizr Ia r:lacion e velocidades j on un~ serie e molacio-

W

. r

nes d2 transmisicn parciales ,1n de nrocursrze gue estns seon Lo

p-l
s
I

mas iguales pesible,con objeito de raduci— 2] nu-iawe 22 -tedas

ferentes,Zl eunpleo de¢ ruzdas irsualos as my convinients cuando

T

4

estas San de ser =xpressmuente fabhricacdas,

(ol P

Sanbien es nevin constructiva que los valoros de las relscinncs

parciaies de transnlsicn no rebasen un cic~to limiZe,estandlo ecte

comprendido entre 5 v 7 (en cases ~cancionnles se nuade llamar

-

hasta 12),para eviteor -lescastes 2ressivos,rullos, roturnn,ete.

b PR
el

.Tos de montaje:

[

=
ma v2n calculado 21 numiro de ruedas v el nu-aro de dientes de

¥

cada una,calcularenios,en fancion de la fale!

43

encia a transinitir el
wodule {6 masc) de los dientes,y con 1,21 diamatro de ca’a rueda
£l dianetro de las rusdas regulara las distancias entre ejes ¥y

en reéumidas cuentas,el tamafio del tren y la disposgicion de las
ruadas en el misnoe,

La posicion de los ejas de entrada y salida puede sar é‘né irpor-
tante.Como vercilos mas adelanté,el disefio de trenes en que los 2]

de entrada salida esten alineados requiere algunas considera-
5



ciones ~2nira sobre el naso de las rusdns v Jistonecinz niye ejes

*

S peneral,y oocn todos los trenes de engrans jozs, st ammre o a2

irse a las soluciones s comnpncuas,

A1 eari'no & sesuis para la rasoluclon de ostos toenes sava 2l sifudc

-

te,nartisnde de unn relacion e velocidades dnde § = 2/

o oy PR

12,.-3in0 se coswpecifien nada sobre angrenajas diswoniblzs,st entiennlc
gue cualauier puadn puede s2r fabricads,siewre gue su auwlrwn 07

dientes este ¢ o =ntrs 12 v 200.

n

29,~Jalecule <ol nwiore ndnimo de pares de ruedsas;

LY

feniendo on cusznta que 1o naxina relas on parcisl 4o treonsmisior

3

~apmitida ws de 1,7 (8 7/1),s2 cnleula Tacllionte el nuwiero de
weeas gua necesitanios remetir e to volacion nowrcinl para dounlos

6 sunzrar Lo relaclon de velocidades dada J.

6]

Tor ejorplo,8i J = 1/300,nccaszitareno

es decir,n2cesitaremnns tres naraes da mitdas,
’ :

34 so Me de ubtilizo-- nesesariaments una serie de engrine

cF

entes,la maxima relacion »arcial de ftrmnstision vendre Tijadno
~“or el cociente entwre los dientes de las ruadas iayor 77 fencr
disponibles (sieupre Jdentro de los linit-s adnisiblas ).
32,~Calcule do las relaciomas parciales de transmision:
A continuacion sa= descommone la relacion parcial de transmision
3 en ei oroducto de relaciones narcialss,en numero-é;wd:a de
nares de rucdas caleculado,.

31 sistema de desconposicion s- vera en cada ¢aso S0 UlOsS ejen

. plos.3in 2 barTo hay que procurar s’empre que las relacis

3
¥
[#]

=3
jul

ciales de transiision szan lo mas parecidas posible.
Lhe,-?ijacion del numoro de dientes:

Una vez conoccidas las relaciones parciales de transmision,zl nu
B - ?

mero de dientes de cada rucda-se tendra sin —as que nultinlicar
nwrerador vy denominador por un fncter convaniente,procurando qu

el nunevo de dientes que s2 obtenga nara cada rusda esta compre




—

200 (curnto iizrnor gan el nwvireo Ao vinw
Laa oL B .5‘.,, T a7 -y ey - . - -
Coobien Z3he pirocurarse dguz sa2omn §ominl s &t o sicves putaco de e
dns nosihlz. .
mo ool oerso de trenec de inversion,hrbrn Jda tenaevez an guanta
4.1 3yt e Ty s A1 - 1 - .~
consiceracionts soburl la dfsgtancia mmtre cjes,"ec,comn 5o warns

Ty gun

oo coovellos gore e

ohtanilers

hean, oracitrdio e

st aesgul ia dehern mearse nIeac -

ik

3 anos ln peasicion nzmete 2 los

cojinetas de anoyo,¥ la formn gquz ma de 1laver 1 bostis

L LIS Rt MLZAQABTLLLOT 0 20~
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. continnoaiam, - nor medie e nlonmnes ederaleg,votios o 2fastun un
estudleo detallado del éalculo e las trones d2 engrnnndas dn ades
Tijns,en los gu:r no s haze ninmmn congiderncinn sobhe 1~ pocicion
de estos ejes,ni del tameTo de los ruedne,ote, 30lo 2w e gangos
entre los ejes de entrods v solids Lo reolacion o v-locidr on daddn,
IO A tdtule e eder lo,2n aloimos gornoz roasalvoapatins el awabhle oo
“imedmde wso de wnn sarie de engronnics conedalaes ddanonible
12 7T 0, =,
In walmpgion Je Trrngiicion da's g uns frogcion frraTuciblse de nirie
ros osxisos 4 nd,nero wuhoac menoarass gue zﬂnx:wﬂ%9
JHPLO 2
Tabricar un itren pura lograr unn relncion de transidsion ws/ve=58/l
12.~-Coito no s2 especifica nada se entiends gur les ruzxdas nodiv-it
construirse de cualquier nuiero de diendtes comnrendido entre
12 v 200
2?2, ,~Cplculo del nwero ninirvieo de pares de ~uedns

o

3

) e,

transnidsion

N
1° 11

Chsorivese ue dos pares con la relacion naxima

.
r LAV 2 ] TR0

343
==

Admitiendo una relacion parcial de a2 T,V

qua neeesitarenos 3 pares de ruedas -

T
7/1 nos darian

4o/1 ,que no llega = alcanzar la relacion pedida,

&l

1

diferente de las dos primeras,y las tres deberan ser lo nas
L L 58

iguales posible,podemos tomar;

L/v o, 4/1, 3,6/1 .

-— : 1S o
0 T v g 9ue son bas nté

-y

ecidas

ije

o cion del nunero de disntes:

Suponiende el pifion nas pequeiio de 12 dientes,tendriarios:

12 b1z 58 g 48,
1.12 1.12 18 12 12

58
16.

«=Calculo de las relaciocnes parciales de transmision:
Las tres relacionzs parciales de transmision podian ser,exacta-
- 7 I 8 s . ]
mexnte; = , T . «Sin 2mbargo,corio la tercera relacion es m



O

Sin emborge,una do las ruedas siempr: tendre los Aientes aque
indica el numeredor de la relacion de trensmision (6 el denomi-
nador,si fusra j = 1/58).

TaA131 dispusisranos de una seriz de rucdas en el nareaslo,habrismos
de modificar las tras frac-ioides en que se 1o descommuisto 50/1

nara lograr gue todoas las puedas fHubieran los dientes dilsponibl

2¢ TIPQ.-

La welacion de transnision dada es wia fraccion irrsducible,con el

nunerador (§ ol denominador) mayor que =z sPera este nunereo elevade

[
et iaiing

ta de ser necaosarismente MO PRITIO.

joN)

SITLO
2 ULO

i

[a)
A=

bricar un tren vnara lograr la relacion de transnaisio
X o ]

]

wv_/w_=1/300
/v =1/3
+£Co0mo no se 2spedifica nada,se supona -ue las ruedas se construye

expresaniente,cstando sus dientes liritndos ontre 12 v BOO

22,~Calculo del nunero minino de pares de ruedas:

Suponiende una relacion parcial —axina de 7ynecesitaremos 3. pare

de ruedas : & i 1 T

SN S
7T 07T 7T T 3L3%s00

32.-Calculo de las relociones parciales de transmision:

Exactamente,pusden ser:w.i . x . %Eﬂ
T 300

7

parecidas,pero al ser 49 .y 300 orimosfil no poder dividir .49 por

JIas tres fraceiones son thiy

BOO)no se pueden fabricar ruedas con estos nuwmzros de dientes.
R | 1 1 6l i . ] hosta
Toillarenos H . E . E . 530 19due son relacionzs narciales bostan
te parescidas,pues 64/300 = 1/4,6 soun a consta de colocar un nar
masspues si ponemos 1/6.1/7.42/300,esta ultina es maoyor que 1/7.



Mo
Suneoa’ :ndo los piiionzs de 1 diantas,tondriaos:
12 Z 12 32
—en e, &= 25

— = =) =12
21_12 e I'S 27—-35-
2,,=03 z,. =12 5,=15C

a2 5 O
==l 7 =18
3 1 76 [&]

HOTA:Couo se obs rva,el nroblenn Dresenta
3in emharso,el echo de sor 300 divisib
siemmpre se podra lograr tolas las ruadas de enes de gz =20C
(Cono veros,siznapre se hen de poner re acions parcinies de
transmision iguales & diferentecs,ie formn que su nroTueto,gue

forma el nuwirrador e la ultins fraceion s2+ Jivisible nor ICO

SIINTLE 2,

1 misrio problema,perc aohora solo disponenos da ruedas Jel siouionts

numero de Gdientes: Dantre 12 v 24, tedesjentre 24 v 1rd,las poresients

oG v 12o,% 4 en 4.

12,~Caleulo Jel nuwiero Jde parss de ruzdas:

o las rusdas disponiblas,nodenos lograr uns Telacinn parcinl

*

de transmision maxina de 120/17 = 1¢/1 ,que es sup:rior a la ma

ma admisible de 7/1,

292 ,-Calculo de las relacion=s parcials

21 disgual quz antes,llagariamos a
&5 b ?

3¢ .~Calculeo del nunzsro de dientes:

.

~

Toando =21 pifion mas Pequefio disponible,quedarn las rusdas:

: 12,12 12,32

" 43 48 48 150
Tomamos las ralsaciones:

no tenemos ruedsa cde 150 dientes.

Tampoco tenemos rueda de 75 disntes,Zn consescuszncia,nemnos ce

modificar al-una de las fracciouos procurzndo que el numerador

por 3,5,atc

le
momamos: L. 1.1, 100 2,12 12 20 (g5
romaos: W Y T 300 80°60°60° %0 i

ho,. ZTsquema del tren:
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38 IO, -

La relrcion e tronc

a2z un fraccion i

educiblae, cuyo "

mrrador ¥ lenoninador,nd princo,zon meyeras que 7o yvern zugs Sreto-
= HR Al

Tes DIL LT Son onores quo @ .

Tinz
A ALTTGe
i

Ve ]
Tabylecor un tron guo Lo = 359/46
1%2,-Come no ge indic na'a,las »urlas —us en eroacsruirde oo cunlruio
wrero Te dientes,ntire 12 v T0C

2e.,~Calcule Jel nwizro miniio Do vwarss .le ruedo-:

Loamitisndo e relncion pareial e transmision noxioca de Tycono

32.-Caliculo de ins reolaciones weorcinles de tranemision:
Josc;mponieudo 1o fraccion e sus
369/45 = 3.3.41/2.23 = 9.41/2.23

e ,~Caleculo 21 nuizro de dientes:

Suponiendo el pifion de 12 diesntes: = — =

Como venlos,tombiecn se presentan militiples s-~lucionas

Ut
0
1
|55
[#7]
Ra)
o
MR D
N o
m
Y
N -0
[
cf
M BN e
4= 3
I & .
My =
LN B

NCTA:Observese quz si los factores primos 41 v 23 hubieran sico
nayoeres de Z as? O podiamos haber construido el *ren de ninguns
-.—\. ’
forma.Iste caso lo voremos en el siguientoe -unto,

MOTA:31 aubilera que ajustarse a ruadas del mnarcado,el nroblema se

habria rzsuelto igusl al caso anterior,

hoprpo,.

La relacion de transuision dada es una fraccion irreducibie,con el
nuierador y el denonminador primos,§ con factores primos AT ore s de%‘
BJITMPLO:

Fabricar un tren qus tenga wb/we_=~383/6h9
)

1¢.,-Como no se indica nada,fabricaremncs las ruadas.



D
1=

=Conleculo el nuc

pate) pares de rusdag:
.
Come 373/650 & 1/2 ,basta con solo “as ruadasg
3¢ ,~0alculo e’ munnro de dientes:s
Mo podoios Tabzxricar rurdas con un auszye oo dientes tnn sronde.
Taupoco,zl scr aubos nmumeros prinos,pode ws fabhricns tm tromn
de dos paros de rasdas,
licmos de ir,por tonto,~ mnn soluecion anroxi adn,
a) 2i ne s3 dea nado acavean J31 orror e 57 colis Ty LA STo0-
simacion,pode s suctituir § = ws/we Dor wma Jj' 21 gue
J = a/b . L 3%%;%0 y3ien’o 2l 2vror = ;EZ
sienmre gun los tartvines de la freceion J' tangnn Toctores
sardtion rienores que A
En-nuesﬁroca 0,33:/6h“ no vueade o licarse,.
D)Si s: cuige wm error nasine,$d el nroc-di-iento smtarior no
puade aplicorse,se Zesarrolla en froccion continin,r se nlont

NOTA:..

.t

corlo sclucion una de las Fraccionegs reducidas.
3i j = a/b ,7 lac reducidrs son ¢fd ,e/f ,etc,el error core-

; ‘ -2 s
tido al sustituir =/b por c/o sera mencr aue 1/d” ,o0 bien,
rienor qu: 1/¢.f,s’endo eff leo veducida s®guiente.

Ja este cnso,fijanto un 2rror menor de 1/2000 se ten ra:

4

LA
53

2
A
L

383 _
2z

=]

A+
4+

&

R S

d+ =
M7

2 3
S A

3

Las =recucidas son 1/1,1/7,3/5,10/17,13/22,23/37,35/61,383/549

Torando come rzducida 23/39,el err

relacion de transmision la

cowet do sera: 1/392 0,51

6 1/3 = 1/2379 > 1/zc0c0

Luego =21 tren cproxinmado tendra das rurdas zl=23 Y B,=39
veces esg posiblz lograr una relacion de Transmision amacta,
1mp051b10 de lograr con trﬂnes‘ue ejes fijos,emplennco trenes

=

jes moviles.
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incen encupahlo

ST ITLO -
RLLNEAEE A

e

Calculosr wn tren waro Sri 1

msidtiez Lo relncion ' § = 1/¥

ey e / .. U - - s . e = -
ture l/y por uno frrecion “ecinal con la » rond-aion e

-1 Ty A - P AT . -~ ~ - ) + ) L1
é biwm por loz roducidaz sucasivas de unn Troceion condtim s el

. |

valente o 1z relsascion Jdola.,

1 . hCDOOD s e o e
3,1"—]-16 = jll"rlc DroT™ MannT Ce l/l(, i

<o,

¥V o8Se Droc e cose 21 ol enne antorion,

b s



Ls,=0353 0 ST ST ) MY T35 Y TIYS T, —~
. L] [} * - .
an -mcies' mecanisacs,y concratamante en L-os ecdos e enbing 02
ralecidades,ce dosen qQue 1oz ejes de Tz

. s 4= ey Iimend L
eneralT, Yy oo eosven oLl nU0S , 00
se ve en 1o figure, jsto indroiuce clierins —

e

striceinsnes e el eonlenle fde estos trenes
que pnalimcorencs o continuacion eon altunos 23ivnles,
Gomo los dos wores 2 rmeda- &z esites Lraones nueden tomar Loucl ¢
diferaents mnoso,verenos cnds uUno Oor searalo,
12 Pri0, -
oo R
madns loag icdns del otren Mien Jz o tener el ~distie nmoo,
BT AITT O
: - ey Heqm aq U ; .
J3e ang:n Drocectar wn brem aqus ien Wi, = “Pll dan To entr
da v Je onlido haon e imog, T tad~s oo purdeoe hebroh e
toner o1 ismo Das0,.
Je dinmeont N e intonciz de las sisvdientes rust-nr Ao 17 o 2l Tiendt

r - -
todasgde 20 - 160 todos loo moresile 100 a 1440 da 3 en 2,
12 ,-%nlculs Jdel numaroe de anr-rs Je raed s@
Tomando una relacion maxina de transnision de 7 (observase gue

con las ruasdas en oxistencia nodenos losrar mnn rolaclon necidns

o~ .
ce 160/12 },uzcesitarenos dos parcs de ruedos: - T=
2¢,-Con 4 rucdas,y los ejes de entrada

v salida alineados, tandreinos un tren

L]

coimo ¢l d= la figura.

- TOn este tren se ha de cwiplir:

Dy # D, Dg + Dy
2 = 5

Como D = z/paso diametral .... =

En definitiva, Zq + z
32 ,-Caleculo d¢e las relaciones parciales de tr

BEn este tren se ha de cunplir: Lo Z1, 3
1 "=z,
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AL OSSOy Darn siryer Foclilidrsd S hrstie do
M z I 3 iy
S
Lo b % altionlicry
.i‘-—‘- . m—— . .—A
=, i
”g HLP
. sunarm :
3 S v
?-'ﬂ“ - ~ al - ~ 1T Ly -_.' - e a——
Zl,ﬂ?,.,_.,.},zb.,..‘.c-.g'l .8 OO0 Lo enh guo (—11.4?.'3..-5-(: H L—J_?_'H‘l}.— 1
4 +-—- - o = e
l az s} .u3+ ll—
e [ 5
Rk W o
LT Ttk {'; e - a—r— C—
Tomios T T3
il
5 46
Cona verws,s: setisface €1 producdto . ,pevo nn 1o siin.

acer Tormbion la swna,torirmos el m,e.uls Sle 0 v 6
-~ I
0= 37 3 5 =2.3 flecam{9,5) = 2,37 = 18

Dividines 18/9 = 2 vy 18/7 = 3 ;a2 continuscion,multislicoros ¥

dividiroe crede fraccion por eostos nuiros:
Lo C.2 5.3 _ 16 13
1 7 1.2 ° 1.7 2

v

Como velwos,alora se cumml: 2l producto v la sua.Tenarios, por

O

consizuiente,las relaciones narciclas de tonsmision, /6/2,/5/3

he,-Calculc cel nunero de dientes:

Tultiplicaios el nuwnrradeor ¥ denoninador de anmbas fraocciones mor

4

el nismo nuiiero,de forma que consigarics 21 todas ellne las ruedn

disponibles,procurando que sean 1ns de wmenor nutero de diesntes

posible.Tonando la ruzda nas paquefa,la do 12 diontes, teneros:
16.5 - 13.6 _ 96 90 . :
e $.é =13 % (Cgﬁo veos,s2 disponz de Sodas)
] T, &)
52,-Isquena del brang éa}hu—afﬁ

Zl=96 |
Zg=12 L

=C0

“3

thls ]
NOTA : Observaese que en las dos fracciones hay que multiplirar nwizro-
dor y denonminacdor poér el mismo numero,o sea,todas por ol ndsme

nunero,para gue no solo se conserve el procducto,sino toubian 1a
swia .

NOTA:S1 con las relacionss parcialss 8/1i v 5/1 tomadas,no fusra nosi
blz la resolucion del problena,repetiriamos los caleculos con

otras relaciones,tales como 10/1 y 4¥1,et.
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Los ¢os gngrancies los tomamos de diferante proo.

PR ERMIPRE

[

ar un tran gu2 ftenga j = 1/20,con los ejos o entirn

e las mui2doas tienen de —aso 10 ¥ los ol

- . ), P ~] .
dos,0.52 dispont <e los sigulentes rusdas: Tadoas,de 17 a 24 dients
todas las pao~as d2 24 a 1803de 3 2n J,entre 100 v 160,

l1¢,.=-Caleulo el nuulre ridnimo €2 parses de ruxdoo:

La maxinn relacion que disponeslos e¢s de 150/12.Como es muy gron

Ly d

la tongies de T,con lo qus nacoesiiarvenoes dos naras de ruedas

Q/J@/J 1/hs> 1720

22 ,~Calculo de las relacionoes parcinles Jde transnision:

Se na Je cwaplir: 1720 =(zl/J

Tenibion (Dl*Dé/E =(33+Dh)/2"""'°(zl+22)/p1-2 ={33+zu)/p“

. ~ ri
oS nuestrda cnsod
o i-L' \ 10 —_— 'i'-J S s e 0 0 "-I-Z l!-...l b= P P
1 9»'/ (3 .!g.)/ 3‘ o 5r:|51|

I
i 1] sunar
5 S

v se satisface &1 producto,poro nc
o] la suna.

¥ A
Jara sav

i
60/20 = 3

s,tomnemo0s el m.c.i. de 20 ¥ 30 que s

o)
b 60/30 % 2 ,y nultinliguenos ¥ dividamos por
o

estos nwieros:
1 _ 4,1.3 5.1.2 _ 4,3 Sa2 que coro Varios,sal
20 T L 4,32° B.Z.R T %.}2 5.&0 face el producto 3
' ~ o
- 50 = 60 1a suin.

Las relaciones parciales de transmision son 3/12 vy Eﬂlo.
(Obsarvese due los pasos,representados por los nuatros b v ¢t
se han respetado 2n todo momeniojsolo se pomen nDara asegural

el cwipliniento de 1la igualdad de la distancia entre cjes)
32,-Calculo el nuwizroe de dientesy
Tenicndo -n cuenita las rucsdas en existencia,y prscuranso gue s¢

las de menor nunero de dientes,multiplicamos los &t terminos de




O

les dos frocclioncs mor G,con lo ane cugdn e

-~ - L = 1
zll_:lo.q = 00 - -
" rees '-'d Iy Py Dy
Lot 2
“ W 7 7 7 -
e, sqgue o dol dron: ’ 77 -

GJ0TLiCbhservese gu: 1ns Zos relncioncs noreiclos fJe trenocoilaisn. ~n

Mon raltiplicnde ¥ Adiviiids ner el

TOT..1Chzervese ague o0 bodn la ovzracion e caleuls e 1o: rel-rionos

pareinies de transiisien,los pasos (en =oie cnso, 2uts Cilvidoraes

4 y_p):o hen Intervenide sor= nods  Solo Llen DANYTINS TIRIT GO0

NeTieCQuands loo <os »naves de ruedas tismen diferentsass naso-.al ordan

I LLE T T A

»nTson les relacionas naceicles de tronesiicisn e

partida aue’e tonir esaecinl irmnarioncin,
Sn efecto,si hubiernnts lescoupussto 1/00 :(lf5).{lfﬁ},3ﬁbri:

—esult~ lo 1 b1 5.

f
2l == 25 fSecema 24,25) = 600

comlo vzias,no tonenos ruadas con ostos nwieros do Adlentes.
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cx'éMATIco DE 1LOS ‘TRENES DE RBJZS MOVILES,~

301 aplicables las als.ies consideraciones cue Hora trenes Jo

O
Ca.
0]
\'..'l

7 gue influyen sernns

%

£

i1

o

tor

o]

' o~
08, L0535 X0 !

[N
Cnte

a) La razon ée velocidadoes wS/we , 7 el sentide de roitocion,que "o-
bran de ajusterse a las nzcesidacdes,

b)32 debe utilizar el memer numsro de engranajos posi

¢)lebe utilizawrsc,a ser posible,engranajes crwereiales,sin mac woS-—
tricecion quz lms pesiblzs intorferencias.
)D*ben ntilizarse relacion2s narciales de trrmsmision lo nas witd -
foraes posiblo,nunque en estos trenss oste condicion se hin'de so-
crificar a nenuwdc = otiras condiciones mas imporitentes.

} \ de "oz cietios inn

e)Los nwincros oo dientes v 21 paso (é los masos}

a

de saor co.patibles con la disposicion de montaje,y con 2l asnhacilo

1
FJ'

disponible.

.1 canine o ssgulr para el provscto ¢ trones ewicicleldales simnl

auede sa2r el sijuiente:
2o, ~Téentificer los orgeanos de entrada ¥y salida dol tren.
in un tren epicicloidal simple,tanto de 3 coo de 4 ruedas,la

entrnda sera,blen la rue iz movil,bien el birazo.

[#]

QJ' El brazo nwica pueds A £i jado,nor aroniz definicion de tren
= E a IS

epicicloidal,Tl engranaje 10vil puede ser tan'o la corona cOMNO

el planeta,sazgun se vio en la cuestion )

Tn cualquier caso,sea el tren epicicloidal simple de 3 o de 4

ruedas,y fijese la rueda que se fije,tendremos siemmre dos oD-

e

ciones de acople para estos trenes:

8 ,=Entrada por el engranaje novil
Salida por el brazo
Planeta o corona fijo.

AC} 22 ,.wtrada por el bra

Salida mor el engranaje movil

Planeta o corcaa fijo
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2%,~ Calcular la razén de dientes del tren pedidoz:
Esto se consigue sustituyendo las correspondientes velo-
cidades de entrada y salida del tren, correctamente y con
cu signo, en la férmula de Wallis:

r.d., =

Como hay dos organos posibles de entrada en un tren dado,
habrA siempre dos wvalores de 1la r.d. para escojer,

3%,~ Seleccionamos el tipo de tren a proyectar,.
Puede ser tanto el de 3 ruedas como el de 4.%n cualquier
caso, el tipo seleccionado debe ser capaz de producir la
r.d, pedida y el sentido da rotacidn especificado, para
lo cual hemos de tener presente todo lo dicho en la cuese
tién,
En igualdad de condiciones, nos ineclinaremos por un tren
de 3 ruedas, si es mas barato; sino, tomaremos unoc de
ruedas,

he,« A continuacién se calcula el nfimero de dientes de todos
los engranajes:
Para ello, en el caso de trenes de 4 ruedas, se fijan las
relacionaes parciales de transmisién; luego se fija el nd-
mero de dientes de cada rueda teniendo en cuaenta los re-
quisitos de paso y distancia entre ejes, (ademds de otras

consideraciones que veremos mas adelante)’
~ En los trenes simples de 3 ruedas, se tendr4 en todos los
z
ok
5 4117

= ‘ R2 = 2R3~kR4

casos(con independencia del paso,

tipo de dentadura,etc)

r—

‘= Si las ruedas han sido talladas sin desplazamiento, entonces

el paso es idéntico en las tres, y podemos poner:

Z, = 2234-zh (1)
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Si las ruedas fueron talladas con deiplazamiento,entonces
B
cosX
2 y 3 no tiene porque se igual al de las ruedas 3 y 4,({en

los pasos(paso circunferencias P = )entre las ruedas

caso de engranaje cero),
En este caso, podriamos poner:

2vccoso-<,23 2 cos 23 2)z’coso<34 21(005.943_,4

22 . 23 23 ZI'_

cos,p,:,’z:3 - COSAl 5q = COSQ{BQ +_cosq(§h

1
cos &

23 (22 - z3) = ;JEEETE;Z"' (zs—ézh) {2)

Esta restriccién(2) es menos rigurosa que la (1), por lo que

muchas veces se recurre, en este tipo de trenes, a utilizar

engranajes corregidos,

ZIn el caso de engranajes helicoidales, pueden hacerse las

mismas apreciaciones, sin mas que aplicarlias a su perfil fron-

tal.

servaciones similaras:

~ In los trenes simples de 4 ruedas también pueden hacerse obe-

T =51 son ruedas sin desplazamiento,de
distinto paso
3 =
it P23(22+z3) = Ph5(z,4 +zs) o

y
2 P

P Z
i Bh5*“5
) + 27 cos 4

5

«51 son ruedas V, en-granando a "cero"

p23 * %z , Ppag * %y Ppuse?y
2 f- cos Zpq 27:0054{23 Rk cos gy
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Finalmente se har4 un esquema a escala del tren, dando la

forma necesaria del bastidor, posicién de los cojinetes,
ete,

‘Completado el esquema, debe comprobarse que el tren cumple

las especificaciones previstas,
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5_2,-NTSE 0 D3 NI TN STICICICIN T D3 T3 UTED S, -

& contiturclion ¥ nor mad o le un e jem 310 ,Tesma o Llustrer el cootino

a2 zeruir nora el diseo de mno de estos trenes.
- X

Sin embArse enon Az seltlor o awrn unt relneien e veloaedires

v jw v el signe de rofhcion esoecifichdo,nn slenmre muete
=] bt ;

18] e
decirse de onte-suo si pode tos tomry un tren e 34 40 UL opeten,

28 eviflente cue leoo masos 12,702,3 A2 de? vamto sntordor hvn Te ddors

en Funeion e las Jdntes del rohleose,sin —rejunor nadn ~cercn el

MO Onmo ge desnhronde del estudio efectusde de los Trenes epiciclo

|
2
[
0]
9]
6}
!.j-
g
}_l.
[0]
[0}
~b
4]
.
o
9
H
0
a
b
6]
0
@
,v
e

ija que los Jes de antr=de ¥

i

;idos contrarios,el cimleo de trenes de 3
ruedas quedn descartado de anteano,
JETLO e
ﬁroyectar wr tran epicicloidal simple nara unrs relacion de velocid:
ces WS/We = 9/1 ,con los ejes de enitrada y salide girando en igusl

T

sentido.Se dispone de las siguientes ruedas {incluidas ruedns

in
(o]
@]
13
Q
1

\

- a " !
nas} :Todos los mumleros del 12 al 2hjtodos los paores del 24 a1l 1hi,

0]

1¢.~Identificauics los orgenos de entrada y salida del tren:

a) Zntreda por la rueda novil (planeta & corona)

o
la otra ruada fija (corona & planeta respectivanenie)

b) Intrada por el brazo

Salida por la rueda riovil
29 ,~Calculzios lz razon de dientes,en cada caso:

a) 0 -9

T 9 = % (Observese que si la entrada es por la rueda
rovil,la ultima rueda del tren es la fija,tan
to en un tron de 3 corio de & riuedas)

=5

32 ,=-Selzccionamos el tipo de tren:
Corlo segun vinos,2n un tren de tres ruedas la razon de dientes
Ll
siempre ha de sa2r negativa,queda descartado el caso(a)

Por otra parte,la r.d, = -8 ,nedesaria que sea negativa en un

tren de 3 ruedas,no es demasiado elevada para lograrla con uwio
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de estos trenes.sn consecusincic,nos deedidivian pow wi tron o 3
. ———r
rmicdas,con entradn norx el brazo, 2

4

coo se ve en la fioura,

3

(Observese que la r.d. se estable- 2 = 5

ce entre la corona ¥ ¢l ploneta,pucs

el satelitc es unn rueda parasita) St

nibles podeitos logrer unn r.d, maxima de 144712 > 8

Le,~Caleulo del nuwisro de dientes:

{ Como la x.d. ¢s de 8,y la rueda menor es de 12 diantes,podenos

s

tonar la corona de 12,0 = 96 dientes,que 1o teneios diswonible.

A *

dientos del satelite sz deterninaran Hor razoincs constructi-

He

Lo

6]

vas: Zn la. figura se observa que:

D;/2 =D, ¢+ D3/2 D, = (Dl ~D,) /2

como las tres ruedas han de tener el mismo paso
z, =( z, - zB)/2 = (96-12)/2 = 42 dientes,que tambien
la tenenos,

52 ,-Tsqueita v conmprobacion:

. le 96 22 = L2 ZB = 12
(nr.
Comprobacion:
r.do - ""8
w_ o= 1 wo=- 1
e n - 8
ws = 7 o - 1
w,o= 841 = 9



PlatieM

en la cuaoestion ,1e05 de emploar necesariaments un tren de 4 rue-

cas cuoando:

a) La relacion Jde transiidision ws/we sea negativn,

b) Cuando la razgon de dientes sen muy elevada pars consesuirla con
solo <dos ruedas (que es ¢l coso de trenes de 3 ruedan, ‘onde el

satelitc es una rTueda parazit:s,due no cuenta =2 efectos de varinr

Q

9

Sin :zbargo,coito s2 vio on ol sjemnlo anterior,es conveniente plantc

"a wriori? la posibilidad de las dos soluciones (3 & 4 ruedns,con

iy

1 AseSUurar nor lle-—

exclusion del caso de que ws/we sea negativa),par

1= =mzjor solucion en curlguier cnco.

dioc e un ocnlculo sist:

Proyectar un tren de engranajes epicicloidal jue tengo ws/we = 11/1
con los ejes de szlida y entrada girondo en sentidos contrariod.
Los engranajes 2n existencia son:i:Todos los numerds entre 12 vy 2k;
todos los pares entre 24 ¥y 144.(Todﬁs las ruedas disponibles tienen
el mismo paso).

19.¥Identificamos los ejes Je entrada ¥ salids del tren:

2)intrada por el brazo

salida por la rueia movil

- b} Zntrada por la rusda movil

salida por el brazo

20 ,-Calculo de la r.d, en cada caco:

2) -11 - 1 12 - py  o=(-11) _ 11
@ 0 -1 1 1T -(-11) = 12

39 . ~Bleccion del tipo de tren:

(Como se observa,ln r.d, es,en ambos casos,positiva,lo que abun

-

da en la imposibilidad de utilizar un tren de 3 ruedas)




o loz twants de entrunsjos epleicloidnlaes de M ruides fem o
las Cos posibilidedes sisuienton:
tino 1 " tipo 2
yi—— b ——
P B

L

In osibos tinos,

T
o T i% %
i

e

Jada 1z rueds 1,1n entr-ola nueds g2 ar ol
brazo ¢ wor la rueda rovil.

21 ti-o 1 tembien henons de Jeseartarlo,pucs en 41 1- romen de
Tor tanto,neucs de tomer un tren del tine 2ymenteniendo 1-a dogo

|
| opwiones:entralin nor el brazo -* entrals por 1o rusds &
he,eCaleulo Cel nunero de “ientes:

Caleculcorenmos =1 %ren del 4ipo 2yen los dos casns 2 v b,

L0 a!o“ I‘.d. = 12/1

Como con 4 ruelas,inbiranos fe descormons

c

d]

"

(“e wcionss porcinles Je trmngnision),lo o pavceidrs posible.
12 304

Toarenos: '_'I = 'j:'a 'i'

Lor razon:s structivas,y dada la igualdsd de nasos,se a de
- b 1 - — —
o cunplir: zl + Zo = 23 + Z),
B 12 3 L

-

Zn nuestro caso: _— = = e

- 1711

l;_%s .

31 mecon. (8,5)= 20 jlas fracciones anteriores quedarsn,co o

.

virtos en la cuestion :
12 5.3 4, h '
l_:).l E
20 .
Las relaciongs parciales de transmision seran 15/3 v 16/4
Corio lz rueda mienor de que disponectios es de 12 dientes,podemnos
nultiplicar el numerador vy denoninador de las dos fracciones ror

C) 3,y tendrenos:

zp = 153 = b5 7, =5.3 =15z, = 16.3= U8 gy= b3

Como se observa,nc se disposnie de la rueda de 45 dientes.
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5

pdz 60

Todemos mmliinlicnr tode de nueve por 4,y tenercs:
zl= }.5 LA =60“ 22:.' 5.'!1- =20 233 16.4 =0l le’z l{-.‘.-i- =14
gque si les tenanos Lodas
~Saso b) rod. = 11712
Caouo hemos de desdoblorls en dos frneclones,las  {tres noeSh-

pilidades son:

a2
12 576 " 2

Sa obhscrva

qun

v}

reneas,y an el caso 5@

~

Sfactunndo los idisiios

Sos que son soluciones

.=Zzgquenie. 7 comprobacion:

W o= L aDels
e

red.=12/1 Ve = 1

w = 7

las rel

aciones parcianles

yGorasiado elevadas,

calculos

mucho peores.

1

con todns elias,veri:

7
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= Como ya se ha dicho, es prictica habitual en los trenes epi-

cicloidales montar varios satélites, uniformemente distribui-

dos, en un brazo portasatélites en forma de estrella,

Ello presenta ventajas y tales como:

2.~ Si son s satélites, reparte el esfuerzo tangencial(en el
caso de trenes de 3 ruedas, con entrada por el brazo)entre
los s'satélites, anulando la
resultante sobre el eje de las
ruedas plane¥as{2), ademas de]
portasatélites(brazo),

(Sin embargo, en la préctica

nunca se toma como fuerza so-

bre cada brazo, o carga sobre
cada diente la fraccién 1/s de 1a mismé, sino que se mayo-
ra, pues la distribucidn dg esfuerzos siempre vendrd afec-
tada por las holguras, defectos de montaje, ete),

2% ,~ La disposicién uniformemente distribuida de los satélites
anula la resultante de las fuergzas centrifugas sobre el ~
eje del brazo portasatélites, en todos los tipos de trenes,
lo cual facilita enormemente la construccidn de este,sim-
plificando de paso los apoyos del mismo,

= Sin embargo, pafa que se den correctamente los supuestos ante-

riores, todos los satélites que se coloquen han de estar dis—-—
tribuidos uniformemente (por ejejmplo, 2 a 1800, 3 a 120°%, 4 a
9o°,etc).Desgraciadamente,esta condicién de distribucién uni-
forme no se puede cumplir en todos los casos e introduce nuevas
restricciones al disefio cinemdtico de estos mecanismos,

Un ejemplo aclarard lo dicho, perfectamente:

in el tren & 3 ruedas de la figura, en el que el portasatélites
tiene 3 satélites a 120°.

Z = 36
Pl = P2 = P3 = 12
77 = 12



puede -observayse que los tres satélites PiyPy ¥ P3 encajan per=
fectamente en la corona Z y en el planeta Z', manteniendose sus
eentros respectivos en las lineas 03i, OB y 0C, exactamente a
120°.

AdeméAs, al ser par el ntmero de dientes de los satélites, un
diente encaja en el hueco de Z en a, y el diente opuesto encaja
en el hueco del planeta Z' en a' , y asi los demés.

Por otra parté, 1z rueda planeta Z' queda dividida por los pun=-

tos a',b! y ¢! en tres partes iguales, cada una sustentando 4

pasos circunferenciales,

. .
- glzﬁzziiﬁsz = 4 dientes = L pasos

Al girar el planeta, con la corona fija (o viceversa), cuando
esta giré l/S‘de vueltas o‘sea, cuando el arco avanzado sea 4
pasos, el planeta P, estarid exactamente en la posicidn del Py

y este en la de P3 v este en la de PZZ

Sin embargo, wemos ahora el caso del tren de 3 ruedas dela figure

también con 3 satélites, y en donde Z = 333 Z' = 1l1; P1=P2=P3=11§
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114°3246"

Zn este caso, el no ser la rueda planeta Z' divisible por 3

s €5
imposible que encajen los dientes de los satélites con los del

planeta, manteniendo los centros de los satélites en 1fneas a
1200, como se ve claramente en la figura.

paso

1l dientes de Zt 3-:;‘:_ dientes = 3
3 satélites

Wl

Para encajar los tres satélites en el planeta y en la corona

no queda mas remedio que dejar de cumplir la restriccién de 3:%
=€51200, parando estos Angulos a los valores que se van en la
figura,

El procedimiehto consiste en girar ligeramente Z' en el sentido

de la flecha, hasta d“el diente 5 encaja en el sno de P, (punto

(
a' sobre la linea @A), La simple observacidn de la figuia indica
que Z' habréd que desplazarla el 4dnsulo correspondiente a 1/3 del
paso, manteniendose fija Pl'
Este giro hard girar a F, en el sentido de la flecha, desalinean-
do su centro de la linea OB,y aumentando ligeramente el valor del
dngulo 2.

La Pé,'que no se ha movido, deberi encajar ahora don el planeta

bajo el mismo 4ngulo resultante (b = a)
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Para el cdlculo del desplazamiento en grados del brazo, cuando

! - el planeta Z' gira 1/3 del paso, procederiamos del modo sigulen~
i tes '

z! B

4 rpms = w_, = (1+

Siw 2!

,)Je T.pum

o
il
(ST

Sustituyende wvalores

w = L‘ I'.'p.m

zt
Si 1 r.p.m del brazo equivalen a 4 r.p,m del planeta Z',tam-
bien se cumplirid que por cada giro de 360° del brazo, Z' habri
girado 4(P+Z'}(siendo p el paso). £1 nfmero de grados del brazo

que corresponde al giro correspondiente a un paso de Z! seri:

o

360 hpz
x° 3p
x° = 120° = 2,7272°=2%3137"

—hzt

'Coﬁ esto resultas

120%+ 2°%43137" = 122%43137m
12201‘}3 YL
] 360°= {2x122°43137"]=114°32146""

o> o7 p>
It

1l

- Generalizando lo expuesto, veamos cual es la condicién para que

en un -tren& 3 ruedas puedan colocarse s satélites, uniformenent

espaciados, es deqir, formando sus centros un &ngulo de 2#/s




radianes,

Tanto si gira 2, permaneciando 4 f£ija,
como al reves, si se tienen s satélites
igualmente espaciados, a2l girar el brazo
un 4ngulo 2#/s, partiendo de la posicién
0, el centro del mismo satélite tiene que
estar en 0!, sobre la 1l{nea OB.

Y para gque eso ocurra, la raeda que Hava

girado(en este caso la 2, si 4 es la fija

ha tenido’ que hacerlo un 4dngulo tal que el arco en la circunferen:

cla primitiva sea igual a un nfmerc entero de Pasos,

P

CC' = n,.p
con objeto de que el satélite encaje en el planeta v en la corona
en la misma posficibn anterior,
Bn el caso de que giraran ambas ruedas, también la suma de los
arcos descritos sobre la circunferencia primitiva de 2 o de 4 han

de ser multiples enteros del paso.

~ La formula de Wallis aplicada al tren de tres ruedas da:

wh - ws 2

ZoWo + ZyWy, = (2, + zh)iwb

Como ¥ =wt, la misma relacién entre las velocidades angnlares
fla de cumplirse entre los 4ngules girados.
Si ?2 v @3 son los Angulos correspondientes a los giros, di-

rante un tiempo t, de las ruedas 22 ¥y 3,se tendri:
5i hacemos que el brazo gire un dngulo

ty = 24/

Las ruedas 2 y 4 giraran los dngulos ?g v 9{

Zs LP;%—ZZ; (‘olfl = (Z2+Zh) _E_K . (1)
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Si despues de estos giros %g Y ?I, los centros del satélite se
encuentran formando un dngulo de 2%/s radianaes,entonces 1la
construccién del tren es posible.

El éngulo correspondiente a un arco izual al paso, en la

rueda 2 seri:

2R,

21
Tz

HV = £ = -
2 R,  Z; o R, 2

igualmente en la rueda es: Vh = —

¥ransformando la expresién(1)

v /
©2 n P, Zy1Z),
2r 2 ¥ = s
22 :..-‘_,.Zh

que también se puede escribir:

t@;__ L{’{s _ 2, 45,
Y * Yy s . (2)

Los dos primeros sumandos representan el ntmero de pasos que

corresponde al giro de 1las ruedas 2 y 4, que como ya kemos
visto, ha de ser un mimero entero.

Como consecuencia, también el segundo miembro de (2) ha de
ser con nimero entero, o lo que es igual 22-+23 hza de ser
un multiplo entero del nifimero de satélites.

22 -+ 23 = 5 (3)

- En el caso de trenes de 4 ruedas se puede realizar un rarzo-

namiento analogo, pero es mas sencillo disefiar el tren de

modo que las dos ruedas planetas sean multiplo del nfmero de
satélites, y
=3
= B

Z2
%y










