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~El conocimiento de las vibraciones en sistemas mecanicos
constituye un paso decisivo para el disefo de maguinas, de
cimentaciones vy estructuwras soporte de las mismas y para el
desarrollo de sistemas de control y mantenimiento.
~Especialmente de interés es el estudio de vibraciones para el
disefo de maguinas cuando se considera que estas producen
esfuerzos sobre sus miembros, variables en el tiempo, que son
l1a ﬁausa principal del conocido fendmeno de "fatiga de los
materiales”, origen del fallo de los mismos en muchos casos.

La vibracién, asi mismo, también es causa del fallo de los
elementos de maquinas por aumento rapido del desgaste de las
piezas de contacto.

-En  ingenieria mecdnica, 1la vibracién casi siempre se origina
por elementos desequilibrados en movimiento, originados por
digeros incorrectos, por defectos de manufactuwra, o0 por
deterioros en servicio. En otros casos la vibracién sobre una
maguina puede causarse por movimientos de su propio soporte, o
por otras causas agenas a la misma (por ejemplo, un automoévil
s verd sometido a vibracidén por efecto de un camino irregular
sobre el gue circula. En el caso de estructuras como puentes,
etc, las acciones del viento, terremotos u otras causas son el
origen de las vibraciones de los mismos).

~lLas vibraciones mecédnicas también pueden ser causa de
funcionamientos incorrectos que aunque no conduzcan a la rotura
de las piezas, pueden ser causa de graves peligros para 1la

sequridad del sistema. (Por ejemplo, las ruedas de algunas
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locomotoras pueden levantarse mads de 1 cm. de los railes cuando
no estan bién equilibradas y giran a elevada velocidad).

~En la medida que el hombre estd integrado muchas veces en un
sistema mecidnico (automévil, avién, etc.), o desempefa su
trabajo en las proximidades de una fuente de vibracidén (por
ejemplo, en las proximidades de un gran motor diesel, no bién
equilibrade), la vibracidn puede ser causa de pérdida de
confort, pérdidas de eficiencia (por ejemplo, la vibracién en
un panel de instrumentos puede impedir totalmente su lectura),
e incluso, peligros para la salud.

-En todes los casos mencionados, la vibracidn se convierte en
un efecto indeseable, de manera que en los casos en que esta no
pueda ser eliminada o aminorada, el ingeniero ha de
considerarla para lograr un disefo correcto, tanto desde el
punto de vista resistente, como desde el de un correcto
funcionamiento.

-5in embargo., existen muchos casos en gue la vibracidn tiene
una connotacidén positiva, vy el ingeniero ha de buscar su
existencia, dentro de unos limites previstos. Tal es el caso
de transportadores vibratorios, compactadores, procesos de
acabado por vibracidn, etc.

-Finalmente, el andlisis de vibraciones en 1los sistemas
mecAnicos ha alcanzado wun gran desarrollo en el &area del
mantenimiento, ensayos, control y vigilancia del estado de las
maquinas.

En concreto, el reqgistro de las vibraciones en sistemas
mecanicos, vy su andlisis posterior, permite un conocimiento

bastante exacto del estado de las mismas, permitiendo 1la



previsian de fallos catastraficos (humanos —avi on-—,
econémicos -equipos de fabricacidén-—, ecolégicos -—central
nuclear—, etc.), asi como la consecucién de un mantenimiento

predictivo de maxima rentabilidad.
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1—-.BASES PREVIAS AL ESTUDIO DE LAS VIBRACIONES MECANICAS

1.~ Movimiento arménico: Definicidn
2.~ Velocidad y aceleracidén en el movimiento arménico

Z.— Composicidén de movimientos armdénicos
F~1.~ Igual direccién. PFulsacidn

3-2.~ Direcciones perpendicul ares
4.— Movimientos periddicos

5.~ Trabajo realizado por fuerzas de variacidon arménica



l.~-Movimiento arménico. Introducciodn

~Gran cantidad de 1las vibraciones que se producen en los
elementos de maquinas son de tipo arménico. Incluso, en el
caso de vibraciones periddicas no arménicas, mediante el
andlisis de Fourier puede realizarse su descomposicidén en suma
de arménicos, y estudiarla como tales.
En consecuencia, es importante recordar elgunos aspectos
relativos al movimiento arménico.
-Como sabemos de mecanica general, una particula se dice que
estad dotada de movimiento armdénico cuando:
1?2.- Su movimiento es rectilineo
29.- La aceleracidn de este movimiento es siempre
proporcional a la distancia a un punto fijo de 1la
travectoria, y su direccion va dirigida siempre hacia ese

punto.

En la fiqura, AR es la trayectoria del punto de masa m, y
0 el punto medio fijo, hacia el cual es atraida la masa.
lLa masa m se mueve entre los puntos A v B con un
movimiento de vaivén. §Si se parte de una posicién de
reposo en A, l1la aceleracidn ird decreciendo a medida que
se acerca a 0, hasta anularse en dicho punto.

i.a velocidad sera& entonces maxima en A.

A continuacidén, la masa sigue desplazandose hacia B,
disminuyendo su velocidad y aumentando su  aceleracidn.

En BE la velocidad es cero v la aceleracién maxima.



(un  movimiento de este tipo es el gue adguirirad la masa
si estuviese unida a 0 por un resorte)
Con estas condiciones, la ecuacidn del movimiento puede

representarse por:

dt2
siendo w? la constante de proporcionalidad (llamada asi
por simple conveniencia, en este momento. Mas tarde se

verad la razdén.)

lLa solucidn de esta ecuacidn:

dzx
+ wden = 0 [13
dtz
es del tipos
¥ = X -Cos (wet + @) [Lz21
siendo ¥ y § constantes a determinar en funcidén de las

condiciones iniciales establecidas para [11]

La ecuacidén [2]1 es la ecuacidn de desplazamiento del

movimiento arménico.

Como se vé, 5 una funcidn senoidal (cosenpoidal, en este

casn), en la que X representa la amplitud del movimiento
(desplazamiento maximo del punto) v § el angulo de fase

inicial {(gue da la posicidén de x para t = Q)

La figura muestra la representacidén grafica de la ecuacidén [213

Fara t = Q0 ====3) ¥ = Mg = X Cos §
M N
“ - / -
}{ : }""“"':‘1
! Mo 1 L7 '
p 2 ¥ >
\\\\_4//// "



~La ecuacién de un movimiento arménico se genera facilmente
mediante la proyeccion de un vector rotatorio de magnitud 5€,
que gira a irquierdas con velocidad angular w (rd/s). La
posicion del vector rotatorio en funcidén del tiempo viene dada

por el producto w-t

rd
w[ ]-t(s) = wet (rd.)
s

El origen de tiempos puede ser el propio eje de proyeccién u
otro cualquiera. En este Gltimo caso, el angulo de desfase

serd el formado entre el eje de proyeccion y el Drigén de

tiempos.
eje de
proyecci dn
(Obsérvese que para t = 0 =====) ¥ = }g = X+Cos &

A la velocidad angular constante de este vector rotatorio se le
denomina "frecuencia circular”

~-El periodo (tiempo transcurrido entre dos posiciones homdélogas
consecutivas del punto vibrante -de x—-, medido en segundos) de
un movimiento armdnico en facil de calcular en funcion de la

frecuencia circular w rd/s

2%

5.
1 ciclo = 27 rd =====s========3 T s.



Se define la “"frecuencia" del movimiento armdénico como

numero de ciclos en la unidad de tiempo. Es decir:

1 w ciclos W
£ = = . = Hertzios
T 2n s 2n

el

~-L.a ecuacion [21 también puede representarse en forma bindmica:

w = BM.Cos (w-t + &)

*»«{Cos wt«Cos & - Sen wt-Sen &)

i

(M Cos 8):Cos wt - (3 -Sen §)-Sen wt

¥ = A«Cos wt + EB-5en wt £33
siendo A = M -Cos § y B = - -8en § de donde:
w =  Az+R2
, E
§ = arcotag ——
2]

~En  lugar de los pardmetros X v 8, o Ay B, también
emplearse, para definir el movimiento arménico,

condiciones iniciales e VY ¥e En efecto:

,
H

A-Cos wt + B-Sen wt

= —-A-w-5e=n wt + B:w-Cos wt
para t = 0 ==s====3 %g = A

;a = w-E
de donde =mm=m==) A = My

B = ®a/w
con lo gque la ecuacidn {21 puede escribirse:

» }"Q

M= Nerlos wt + —Sen wt £41
w

puede

las
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~Finalmente, el movimiento armdnico también puede representarse

en forma compleja

eje
imaginario "
I
o t
wt f
: [} eje
G““’é‘””'-T real
Como sabemos
¥ = IXI [CDS (wt + 8) + i-Sen (wt + §)] = ‘Xl.et<wt + m>
De donde puede escribirse:
H=RE{?}=RE{lX|-eitwt+l:}

{(representando Re { ¥ } la parte real del ndmero complejo %X )

El valor de » también se puede escribir:
¥ = Re { ]X,-e*'-e*"t 3 = Re { X-etwe 3

siendo X un ndmero compleijo, independiente del tiempo, al gue
se denomina "fasor'", por representar el desfase inicial

respecto del eje real de referencia

X = |X|-et® = |X|-¢ Cos & + i-Sen § )

Re { ¥ ¥ = |X|-Cos &
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Movimiento armdénico amortiguado

Tiene por ecuacidn, seguan sabemos:
¥ o= e~*k.uw Cos (wt + §)

en donde o es un parametro cualguiera.
Se representa por la curva de la figura

b

Se trata de un movimiento
arménico, cuya amplitud
decrece con el tiempo en

© \\\\~////;"'— forma exponencial.
L~

- Comob se ve, X se anula

- sdlo cuando lo hace

[/ X«Cos (wt + §) por lo que
los valores nulos de % se encuentran en los mismos puntos gue
en el movimiento no amortiguado. For tanto, el periodo del

movimiento es el mismo

2w

~Se llama decremento periodico a la relacidn entre las
amplitudes, correspondiente a puntos homédlogos de dos ciclos

consecutivos.

¥{ty) = e~=t2. Cos (wty + 8)
¥ty + T) = pr=ttr + .o .Cpos (wWty + 27 + §)

= pmxti.p+xT,.Cos (Whky, + &)

e**fo(tl)
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luego

®w(ty) .
= ag+x¥

M(t1 + T

El decremento logaritmico es el exponente de esta expresidn:

wi{ty) 2mo
T = Ln =
®{t, + T w

Igual qgue sucede con gl desplazamiento, 1la velocidad (;) Yy 1la
acéieraciﬁn (;; también varian de un ciclo a otro en e=7T

Légicamente el movimiento arménico amortiguado puede
representarse por la proyeccidén de un vector rotatorio, cuyo

médulo disminuye con el tiempo.

.

X (k)

NI

» Eje de proyeccidn




2.-Velocidad v aceleracién en el movimiento arménico
Conocida la ecuacién del desplazamiento es facil hallar la de

velocidad v aceleracidén. En efecto

¥ = XCos (wt + &)

. dzy
¥ = — = =3 sweBen {(wt + 3) =
dt
w
= 3 aweCos (wt + § + —) £33
2
- dZx i
¥ o= = = MWewieSen (Wt + § + —)
dtz ' 2
= X -w2.Cos (wt + § + w) 43

Como se ve, la velocidad es también armdénica, de amplitud X -w,
y desfasada w/2 respecto del desplazamiento.

En cuanto a 1la aceleracidn, su amplitud es w2-x, y se
encuentra desfasada 180°? respecto del desplazamiento.

En las figuras se han representado graficamente estas tres

funciones, sabiendo gue las condiciones para t = 0 seran:

Mo = W Cos @

. w

o = Hswelos (8§ + —) = - X «wSend
2

Ho = M w2sCos (§ + ) = — X w2 Cosd

*

i H
Hc\ ) ;
1 1 1 v __ 4
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»
bW X
!
‘ 1 ; 1 i ¥ t
Xo |
*
L]
!
!
!
Tw2 e X
]
[]
¥
i i ' ! t
M oen

-Seqgun esto, los vectores velocidad y aceleracién también
pueden representarse como vectores rotatorios de frecuencia
circular w, con los médulos y posiciones relativas que se ven

en la figura.

eje proyeccion

w2 X
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forma compleja puede ponerse

v = Re [ !Xl-E“W*‘ +~ W ]

Re- |X|.jw.el {wt + B> ] RE'[ lx,.w.et Cwe +~ B + wrz2> ] =

= Re- Xeiwsptwe ]

Fe- le'w'iW'E" Cwte += B + wrRy } =

-~

Re-[le-wZ-e“"t - B+ m ] = Re-[ Xa{iw)2 spiwe ]
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J.—_Composicidn de movimientos arménicos

F-1.-Composicidn de movimientos arménicos de igual direccidn.

Fulsacidn. -

Al sumar dos movimientos armdnicos, en la misma direccidn, el

resultado puede ser otro movimiento arménico, o no serlo

{aungue en este caso, serd un movimiento periddico)
1 = Ar-Cos W‘;'t + Hy=8en wit

¥o = fn.Co8 wast + HBarSen wast

En este caso, el movimiento resultante es también armdénico,

de amplitud la suma de ambas

¥ = My + ¥a = (A + Az)Cos wt + (B, + Bx)5en wt

La composicidén de los vectores rotarorios justifica vy

aclara, rapidamente, la Fformacidén de este movimiento

resultante.

A+2

B e, s e LY
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b.— Frecuencias circulares casi idénticas:

Wi ~ W

En este caso aparece el fendmeno de pulsacion. -El movimiento
resultante no es arménico. La Jjustificacién se deduce
facilmente a partir de la observacién de los vectores

rotatorios.

; = My oV
43
/
2 ’// Il
Xz // ") X)
\“ }
}
K é J
o o 5
X
Wy

8i wi., e5 aproximadamente igual a w=e, los dos vectores
mantendran durante un cierto tiempo sus posiciones relativas
parecidas (3 ® cte.), periodo durante el cual el movimiento
resultante serd la suma de ambos, {(como  si - tuvieran
frecuencias iguales).

Con el paso del tiempo el Angulo & ird variando por lo que
las "senoides suma” no tendrdn l1a misma amplitud.

El movimiento resultante es el mostrado en las figuras, en
las gue se han dibujado dos casos diferentes, segin gque las
amplitudes de los vectores 3, vy X sean iguales o
diferentes (so6lo en el caso de que X. = X=, €l movimiento

resultante tendréa amplitudes nulas)
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[ ﬁﬂﬂﬂ g
Y U

(Obsérvese que las amplitudes resultantes maximas se daran
cuando lps dos vectores ;; ' ;z, tienen sentidos parecidos,
las minimas, (o nulas), cuando tienen sentidos contrarios).

En éste caso, lo que puede definirse en el movimiento

periodico resultante es la "frecuencia de la pulsacién” (fm)
Wo ~ Wi
2nw
Con 1o cual, el periodo de la pulsacidn sera:

2n

W =~ Wi



12

c.— Frecuencias circulares muy diferentes:

8i w=z >> wi, los dos movimientos se reconocen facilmente,

por separado, como se ve en la figura:
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3I-Z.-Suma de movimientos arménicos en direcciones perpendicualres

tUn punto puede estar sometido a dos movimientos vibratorios

simultaneos, en direcciones perpendicul ares

¥ = MCos (Wit + 8,)

weCos (wat + §a)

~<
]

En estos casos, la trayectoria resultante (gque sera una funcién
de % e vy del tipo +F(x,y) = 0 ) se conoce con el nombre de
curva de Lissajous.

También conviene separar dos casos seguin las frecuencias sean

iguales o diferentes.

a.— Frecuencias circulares iguales:

X
i

X Cos (wt + §,)

Cos (wt + §=)

~
it

eliminando t entre ellas se obtiene la ecuacidn de 1la

trayectoria:

i 2« .

X2 — —— D5 (8, — 82)exy + y2 — W2.8en2 (§, — B=) = O
> > .
NOTA: En el caso particular de X =% vy 8, = §=, la

trayectoria es un circulo de radio X =% =R .




Las figuras muestran

valores de $.

— §2 o

21

diferentes

distintos

cCurvas para

b.-8i las frecuencias no son iguales (pero su relacidn es un

nimero entero) se tienen las curvas de la figura.

23535
2ZESS
BIRGE

Igual que antes, 1la forma

de la trayectoria depende

de la relacidén de

frecuencias vy del Angulo

de desfase entre los

vectores {ademas de su

amplitud), por lo que si

no se conocen las
frecuencias, pero si 1la
curva resultante, se

pueden hallar aguellas.



4,~-MOVIMIENTOS PERIOCDICOS
~-Es el movimiento gue se repite con un periodo determinado,
como se ve en la figura.

x §

L T y

~Seqan demostré Fourier, el movimiento periddico puede
considerarse la suma de un namero infinito de movimientos

armonicos, seqgin la expresiong

Ay
M{t) & e + a«Cos wt + az-Cos 2wt + ...
2
+ bi*Sen wt + baz+Sen 2wt + ...
ag @
¥{t) = e + F (An*Cos nwt + b.-Sen nwt) o I |
‘ 2 ey

en donde w = 2n/T es la frecuencia fundamental y acs A1s Bmgees

Bbay, bzy... unos coeficientes constantes de valor:

W Ewow 2 T
BAg = =l u{t)«dt = ~——-I w{t)dt
w J o T o
w PRww 2 T
Ay & s ] %({t)Cos nwtedt = ———e| u({t)Cos nwt-dt
' T Jo T Je
W fRwew 2 T
b = —«f x{t)+Sen nwtrdt = s u(t)«Sen nwt-dt
w U o T J o
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Naturalmente, 1la aproximacién de la funcién [1]3 a la funcidn
real depende de 1los términos gque se desprecien en la serie

(error de truncamiento)

EJEMFPLO: Las figuras muestan la funcidn periddica en diente de
b sierra y su aproximacién

por suma de armdnicos

aproximacidén con tres
términos
aproximacidén con dos
términos
aproximacidén con un sdlo
término an/2

-l.as series de Fourier también pueden ser representadas por una

suma de términos cosenos, solamente. En efecto:

{t) = Co + C2Cos (Wt ~ §1) + ca2+Cos (2wt - §=) +...
siendo: Ao
Co = ———
2
be
§n = Tag"-[ ]
(=Y

~También puede representarse la serie de Fourier en forma de

nameros complejos. Recordando que:

55. {piwt 4 E—:l.wt)

Cos wt

Sen wt = 4. (eitwe - p-iwe)
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Fodemos escribir:

ao ™
aft) = + I

— [an [etnwe 4 pg=itnwt] 4 L, [einwt - E-—-tnwt]]
2 [a)

1
~La funcidn arménica an-Cos nwt o b.-Sen nuwt se conocen coamo
"arménico de orden n" de la funcidn periddica x(t). El periodo
de este arménico serda T/n

Cuando las amplitudes de los arménicos se representan en  un
diagrama frente a las frecuencias, se obtiene el conocido

*ecpectro de frecuencias” o "diagrama espectral’.

En la misma forma también puede trazarse el "diagrama de
fases".
Ce
L
o W 2w 3w 4w Sw AW 7w Bw  Fw nw
-1
2w Siw l 8w
o w 3w 4w bdw 7w ' Pw nw

Un grafico combinado de ambos puede verse en la figura

Ce

nw

(%)

2
A
I

S
\
\
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NOTA: Obviamente, cuando alguno de los coeficientes son nuwlos,

es evidente gue los arménicos correspondientes "no estaran

presentes” en el diagrama espectral

1 NOTA: En muchas aplicaciones practicas se desconoce la ecuacidn

matemdtica de x({t).

En este caso puede seguirse un métpodo aproximado para
calcular asy &an ¥ ba.

Fara ello se divide el periodo T en un nimero n de partes
iguales, vy se numeran. Se mide x(t) para cada division, y

s obtienen asi los valores ¥, (t)

wt
lLos coeficientes pueden calcul arse medi ante las
expresiones
1 n
Ag = —— B Mg (t)
n X
2 a
8 = —— % X1 (t)+Cos (kei.@)

n 4 awd
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2 n
by = ~ & x3(t)Ben (k-i=9)

n E L

Siendo @ el angulo correspondiente a cada divisidn
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S.~Trabajo realizado por una fuerza de variacioén arménica

{0 par), sobre un punto gque se museve arménicamente

a.~ Caso en que la Ffuerza y el movimiento tienen la misma

frecuencia circular

F = Fao'Sen (wt + §)

= «-Sen {(wt)

]
g ez el desfase entre la fuerza aplicada y el movimiento del
punto.

Fara & = 0, 1la fuerza crece y decrece al mismo ritmo vy
direccién gue lo bhace el movimiento del punto.

Fara @ = m, el punto se mueve en un sentido, mientras la
fuerza lo "empuja” en sentido contrario.

El trabajo elemental de la fuerza aplicada sera:

dx
F.dy = Fa» «dt
dt
Durante un periodo:
T dx 1 2w dx
W = F- -dt = F- (dwt) =
[ dt w o dt

=2 .
= Fo-Xx J Sen (wt + §)Cos wt-diwt) =

o

=
For X j Cos wt-(Sen wt-Cos § +Cos wt-Sen 3)-diwt) =

o
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2 ’ b
= For2 Cos §I(Sen wt-Cos wt-d{wt) + Fo-X 5en §J(Cnszwt-d(wt)

L] L~

W= weFo"XSen §

(la primera integral es cero y la segunda, W)

Como se observa, para un desfase nulo entre la fuerza v el
desplazamiento, (§ = O0), W = 0. Cuando 8 = w/2, W es maximo,
o lo que es igual, el trabajo es maximo cuando la fuerza

aplicada esta en fase con la velocidad del punto.

b.— En el caso de que la fuerza y el movimiento no tengan la

misma frecuencia (lo que sucederd cuando se aplican fuerzas

arménicas en puntos con movimiento periddico), vamos a ver
gue no producen trabajo, salvo en casos particulares.

For ejemplo, en un movimiento periddico no armbénico, sobre
el qgue actia una fuerza arménica, esta efectuara trabajo
solamente sobre la componente arménica del movimiento de
igual frecuencia, pero no sobre las demas.

En efecto:

F = FarSen nwt

¥ = X«8en (m~wt + §)

=
]

r T d},{ T
IF-dx = JF- ~dt = IFQ-Sen nwt > «mw-Cos (nwt + §).dt =
o dt o

r
= fFa-Sen nAt X smew= (Cos mwt«Cos § - Sen mwt-Sen §)-dt =
o .
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r
= X -m-w-Cos §-FO-JSen nwt«Cos m-wt-dt +

(=4

-
+ 3 e-m-w-5Sen §-FQ-ISen nwt+«Sen mwt-dt =

<

-
= MesFamwCos §-j[% Sen (n + m)ewt + ¥ Sen (n - m)»wtl~dt +

o

¥
+ X eFa-m-w-S5en ﬁ-ftﬁ Cos (n - m)-wt + % Cos (n — m)-wtl-dt
o

W = 0 para n #£ m

W= Fo-X -mw-Sen & para n # m

Ya que para T = 2n/w, las dos integrales se anulan para
valores de m y n enteros y distintos.
Fara n = m, la primera integral es nula, vy 1la segunda

vale m/w.



Concepto y origen de las vibraciones mecanicas.
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Clasificacién de los movimientos vibratorios mecanicos.

Parametros fundamentales que definen los

vibratorios.

Sistema vibrante. Clasificacidén.

Grados de libertad de los sistemas vibrantes.

Rigidez de los sistemas vibrantes.

Amortiguamiento de los sistemas vibrantes.

Flanteamiento general del problema de

mecaAnicas.

movimientos

vibraciones



i.-Concepto v origqen de las vibraciones mecanicas.

-8 entiende por movimiento vibratorio la variacidn de la
configuracion de un sistema mecdnico elastico, con el tiempo,
alrededor de uwna posicidén de equilibrio estable.

(NMormalmente se sSUupone gue tales desplazamientos son
relativamente pequefos., vy compatibles con las deformaciones de
tipo elastico -—dentro del limite elastico-).

-E1 fendmeno vibratorio mecanico tiene su origen en las

dos siguientes circunstancias:

a.—-La existencia de sistemas masicos (cuerpos, elementos de

maguinas) elasticos, capaces de almacenar energia e
intercambiarla (de deformacidén e inercial), entre las
diferentes partes componentes, y de disiparla por 1la

inevitable presencia de elementos disipadores de naturaleza

muy diversa (disipacién en forma de calor, de ruido, etc.).

b.~L.a existencia de acciones perturbadoras de las posibles
posiciones de equilibrio estatico, puntuales wunas veces

{(choques e impactos, etc.) o persistentes en el tiempo.

~-Como ejemplo de vibraciones pueden considerarse las gque se
producen en motores en movimiento (producidas por las fuerzas y
movimientos de trepidacidén), sacudidas en martillos pilones,

automdévil sobre calzada defectuosa, terremotos, etc.
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2.~-Clasificacion de los movimientos vibratorios mecdnicos.

a.~En funcién de la forma del movimiento:

Pueden dividirse en "periddicos” (en los gue

configuracidén del sistema se repite en intervalos de tiempo

iguales) v "aperiddicos”. Estos altimos pueden dividirse en

"deterministas” y "aleatorios". En los primeros puede

conocerse una evolucidn en el tiempo (de forma que en

instante puede conocerse la posicidn, velocidad

aceleracidén de todos y cada una de los puntos del sistema

vibrante), mientras que en los segundos ello no es posible,

y s6lo pueden conocerse los pardmetros desde un punto de

vigsta probabilistico.

b.-En funcidén de la magnitud del desplazamiento:

Movimientos vibratorio "constantes”, en los que la amplitud

tiene siempre el mismo valor.

Movimiento vibratorio "amortiguado”, cuando en cada ciclo

las amplitudes van decreciendo.

Movimiento vibratorio "amplificado”, en el caso contrario.

c.—En funcidn del tipo de excitacidn:

Movimientos vibratorios "libres", cuando no existen fuerzas

exteriores aplicadas durantes la vibracidén.

Movimientos vibratorios "forzados", cuando existe una fuerza

exterior aplicada durantes la vibracién {(gue puede
constante o variable).
(Natwralmente, tanto las vibraciones libres como

forzadas, pueden estar amortiguadas).



7]
b

d.~En funcidén de su comportamiento duwrante la vibraciodn:
Vibraciones "lineales", cuando la ecuacién del
desplazamiento es lineal, y por tanto admite el principio de
superposician.

Vibraciones "no lineales", en caso contrario.

e.~En funcién de su duracidon temporal:
Vibraciones "permanentes"

Vibraciones "transitorias"



CUADRO RESUMEN

1.- Vibraciones deterministas.
1~-1.~ SBistemas lineales.
1-1-1.- Sistemas discretos.
1-1—-1-1.- Gistemas de 1 GDL.
i-1~1-1-1.~ Vibraciones libres.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1=-1-1-2,~ Vibraciones forzadas
permanentes: excitacion
armonica.
-8in amortiguamiento.
-~Con amortiguamiento.
1-1-1-1-3.~- Vibraciones forzadas
permanentes: excitacidn
periddica.
-8in amortiguamiento.
-~Con amortiguamiento.
1-1—-1-1-4.- Vibraciones forzadas
transitorias.
~-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1=-1-1=-4,- Vibraciones forzadas
por funciones cualesquiera:
Integral de Duhamel.
1-1~-1-2.~ Sistemas de 2 GDL.
1-1-1-2~1.~- Vibraciones libres.
~85in amortiguamiento.
—~Con amortiguamiento.
j=1=-1-2-2.- Vibraciones forzadas.
-5in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-1-3.~ Bistemas de n GDL.
i-1-1-3-1.- Vibraciones libres.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-1-3-2.- Vibraciones forzadas.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-2.~ Sistemas continuos.
1-1-2~1.~ Vibraciones libres.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-2-2.~ Vibraciones forzadas.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-2.~ Sistemas no lineales.
2.—- Vibraciones aleatorias.



Z.—-Parametros fundamental es gue definen ips movimientos

vibratorios.

-Ciclo: Evolucidn del gistema entre un instante y el siguiente
en que vuelven a repetirse las mismas caracteristicas del
sistema (¥, ;, ;; |
-Periodo: Tiempo en que transcurre un ciclo. Se designa por T.
~Frecuencia: Nameroc de ciclos en la unidad de tiempo. Se
designa por § (£ = 1/T)

-Valor pico: E= el maximo valor del desplazamiento Mmax-s

En un movimiento arménico coincide con la amplitud.

~Yalor medio: Se define por
- 1ot
¥ = lim ———-f uw(t)-dt

Fara una onda sencidal, ¥ = A-Sen wt 3} ¥ = 0

FPara media onda:

A Al 20

¥ = | Sen wt-dt = = Q0,637-A
k1 o w

-Valor cuadratico medio: Se define por

- T
2 = lim ———-I uz (L) -dt

FPara una onda sennidal % = A-5en wt

- Az T '
%z = lim -I Senz wt-dt = % A2

T rew T o



~Raiz cuadrdtica media (r.m.s): Se define por

Fara ondas senoidales ¥ = A-5en wt

FaMeBe = coeem— = 0,707 A

N

-Decibel: Se define por
Dh = 10-10Q10{Ms/%2)2 6 Db = 20-10010({%1/%2)

(En realidad, es una medida de 1la relacidn entre amplitudes)

n amplificador de ganancia de amplitud 5 (= = 5»,) tiene
una ganancia de 14 decibelios (20100105 = 14)

—Octava: Cuando el limite superior del rango de frecuencias es
2] doble del limite inferior, se dice que la frecuencia cubre

una octava

banda rango frecuencias ancho banda
1 10 - 20 Hz 10
2 20 - 40 ¢ 20
3 40 - 80 . ¢ 40

4 200 -400 " 200



37

4,~-Sistema vibrante. Clasificacion

-5 entiende por "sistema vibrante” 21 modelo ideglizadn de
cualguier cuerpo (elemento de miaquina, en nuestro caso) que por
las causas gue sean pueda entrar en vibracidn.
-En general las vibraciones mecdnicas {(de los elementos de
magquinas) pueden incluirse en una de estas tres categorias:

a.— Vibraciones de extensién (traccidn—compresiodn).

b.~ Vibraciones de torsidn.

c.— Vibraciones de flexidn.

d.~ Cualgquier combinacidn de las anteriores.
-Evidentemente, los sistemas vibrantes han de reproducir con la
méaxima exactitud el elemento real en vibracidn, lo que
significa que han de "reflejar" laé cuatro prqpiedades fisicas

gue caracterizan a un sdlido en vibracidon:

a.— Su masza, que en forma idealizada se supone puntual e

indeformable.

b.~ S0 elasticidad (o mejor, su rigidez) la cual, puede ser
idealizada por un resorte (sin masa), © por una barra de
torsion (también sin masa) en sistemas con vibraciones de
torsidén o por una viga (sin masa), en sistema vibrante en

flexidn.

c.— El1 amortiguamiento, interno o externo, de varios tipos,
seqin sea el mecanismo de amortiguacidén preponderante en el
cuerpo en vibracidn, vy gue se suele representar por un

pequerio "cilindro amortiguador" (como se ve en las figuras)
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d.— Las coordenadas o parametros que definen el movimiento de
todas vy cada una de las masas del sistema, © mejor, los

grados de libertad del sistema.

—Segan todo 1o dicho, los sistemas vibrantes pueden
clasificarse en alguna de estas categorias:

a.— Sistemas masa-resorte.

b.~ Sistemas de torsion.

c.— Sistemas de flexiﬁn(

d.— Cualquier combinacién de las anteriores.
-E1 sistema vibrante masa-resorte mas sencillo es el

representado en la figura.

Estd formado por un "resorte ideal", sin masa,

de rigidez K, v una masa ideal, indeformable

(rigidez infinita) de valor mi.

El movimiento de la masa es vertical.

81 este sistema masa—-resorte estuviera

amortiguado, su representacidn seria la gue se

ve en la figwa, siendo © 1la constante de

amortiguamiento.

~-El sistema vibrante de torsidn mas sencillo es el mostrado en

la figura.

Esta formado por - un tdisco

indeformable unido al apoyo por Ce Ke

una barra sin masa de rigidez a

la torsién Ke. El amortiguamiento
de la wvibracidén a torsidén se

representa cComo se ve en la



o
0

figura (en lugar de la masa m ha de considerarse el momento
polar de inercia I del disco, respecto al eje de giro)

~-Los sistemas vibrantes en flexidén pueden adquirir variadas
confiquraciones, segun sean las condiciones de los apoyos. Las

figuras muestran algunos casos.

K m m K m

~Naturalmente, los sistemas vibrantes pueden alcanzar una gran
complejidad, seguan 1o sea el sistema fisico (maguina) al que
pretendan simular.

En las figwas se han representado.los sistemas vibrantes que
idealizan el comportamiento de un esgqueleto humano, vy el de un

antomdévil.

' HMosa aubosmoni?l

\ \/%z;a, paga jetos y dscettos calle?a o,
\ .. .
\ \ teler @siedtvs - Torso yé ¢
: \ B oo-FrLatie e, 1
\ RS el bps ‘

Lleme — ,
OB 3 it
7T I T Piem J:fl ., seec bady
my
Yy
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S.-Grados de libertad de los sistemas vibrantes

-8 define como grados de libertad de un sistema vibrante el
namero de parametros independientes necesarios para definir su
configuracidn, en cualguier instante.

-Un sistema gque puede definirse por un nAmero finito de grados
de libertad se dice gue es "discreto”. En caso contrario se
denomina "continuo”.

(En 1la practica, todos los sistemas mecanicos vibrantes son
continuos pero aplicdndole diversas hipodtesis simplificativas
pueden convertirse, con mayor o menor exactitud, en sistemas
discretos, siempre mads sencillos de estudiar).

-l.os sistemas discretos, atendiendo al nimero de grados de
libertad precisos para definirlos, =X clasifican en
i, 2. 3, ... n GDL.

~Eiemplos:

1 GDL

(la coordenada y

define la confi-

guracion el {y v @ definen la ey T
1y
sistema) configuracion del (6,, =P Ox, ©Ogq
sistema) definen la configu-

racion del sistema)
~En el ejemplo anterior del esqueleto humano, =se tiene un

sistema de “ GDL.
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6.~-Rigidez de los sistemas vibrantes

a.-S5istemas masa-resorte:

e Shaee Maams At e it Bt e St Svees b v S et 400 e S Seaeg Batap Sommm S

Como sabemos , al aplicarle a un resorte dado una fuerza F
se produce un alargamiento &, vy mientras el material se
mantenga dentro de su limite elastico, la relacidén entre F vy

§ es constante.

El resorte se dice gue es lineal v K es una constante

llamada rigidez.

Vectorialmente puede expresarse:s

Fre = — Kex

poniendn signo {(-) para sefalar gue la fuerza siempre tiene
direccidén contraria al desplazamiento.
-8i se tienen dos resortes en paralelo 1la rigidez

equivalente sera la suma de las rigideces.

K El desplazamiento % sera el
5 SESENV/V,V.V.V.VY. V.V S— F
.*QZZZZ 47/ —— mismo para ambos resortes,
_-——/\/\/\A_—— 19
S luego:
Fa = Ka=x

Fe = K%
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F = F; +

,
.=

-8i se tienen dos resortes

equivalente sera menor que

(K, + Kz)'}’!

Fa =
= ki1 + Ka
en serie, la rigidez del conjunto

la del menor de ellos. En efecto:

en este caso, la fuerza
:1 Kz
———d F sobre cada resorte es la
.
misma, F.
F = "i:_')’.:,
¥ = My + Mo
F = K:z'xz
w = F [1:"":1 + 1/"‘:2]
luego:
1 i i i + Kz
= + mmmmy R =
H-, l"::_ ":2 Kl'Kz
NOTA: No siempre los resortes tienen caracteristicas

lineales, como son los casos de las figuras:

—-Resortes cargados transversalmente




~r
L 3

Fe = 2F.-8en # = 2k-1-(Tag ¢ — Sen #)

1
FR=2r=:-x-[1———-———]
¥ oz o+ 12

—~Idem, pero los resortes pretensados

Fex = 2-F.-8en 8 = ZK-[(I + 1%)«tag & -~ 1-Ben G]

Fe

1]
h

1
w.x.{l- ]
JoxE o+ (1 + 1°)2

b.-Sistemas de torsidén:

Como sabemos, al aplicarle a una barra de longitud L vy

————— L=} momento polar de inercia Io un  par
1]
P 4
()\/} T de torsidn T, girard un anguloc 6
Ilo
tdado por
T-L
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(SBiendo 6 el médulo de rigidez a torsidn) La relacidn entre
2l par aplicado T yv el &ngulo girado 8 se denomina rigidez
de torsidn,
T B'Ir_‘»
Ki: = =
12 L
que como se ve, es un valor cte. para cada material (G) vy
para unas dimensiones del cuerpo dadas (G, Ios LJ).
-5i se tienen varios resortes de torsidén en serie, como
muestra la figuwra, con distintos valores de la rigidez,
Ker FKez la rigidez equivalente se obtendria
[:::2~// T facilmente, sabiendo que:
T T
91 = 9;_- =
F':tl ":tz
T T 1 1
6 = 9, + Ox + = T [ + —----]
Fea Kez Kea Kez
1 1 1
Luego = +
:- ":'I:l th
Kear + Ke=
Ha =
Feaken
-5i se tienen varios resortes de torsién en paralelo, se

obtendra facilmente

Fa

= Kea + Kez



c.—Sintemas de flexidn:

Como sabemos, al aplicar una carga F a una viga (sin masa)
se produce una deflexidn (dependiendo del tipo de apoyao),

gue conduce al calculo del coeficiente de rigidez a flexién

81 1 es la luz e I el momento de inercia de 1la seccidn

¢ F respecto del eje transversal}
t — [ —
N 4 P
A RIS 7 N A la flecha vale:
e B
Fel™
& =
48-E1
F 48-E1
l F Con lo cual Ke = =
——— ‘.S 13
1
F'-l‘“-'s P E'EI
& = ===k ke = =
3-E1 & 1=
l F
é : % Fec2(l - )2 31 -El
f"_m% i & = =irke T ee——
v 1 i J1-EI c2{l-c)z
o X
a P b
ggg\\\\\ LR ,’,A Feb-x JEI-1
R I H Y = s {l2—-x2~-b2); e =
ye———————— 1 ———— A HEI-1 ai =hz
192-E1
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768-E1
:-P =
Fel=
. ,
Z-E1
e =
(1 + a)-a?
Ce— e L F
. - | 24.E1
A LT Fe =
: (31 + 8a)-a2

i
]
]
]
i
X
!
i
X
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7.-Amortiguamiento de los sistemas vibrantes

-El1 proceso por el cual una vibracidén disminuye de amplitud
con el tiempo se denomina amortiguamiento.

En este, la energia del sistema se disipa en forma de calor
de friccién, o al medio circundante, en forma de sonido.
-Existen varios mecanismos de amortiguamiento, entre los que

pueden considerarse:
~Viscoso

—-Amortiguamiento flﬁidn [
~Turbulento
-Amortiguamiento seco (de Coulomb)
~-Amortiguamiento histerético o estructural.
-Amortiguamiento fluido viscoso: Es el gue se establece al

pasar un fluido por un orificio, en flujo laminar. En é1, 1la

resistencia F es proporcional a la velocidad, pudiendo ponerse
F = —Cesv = —Ce¥

siendo © el coeficiente de amortiguamiento.

—Amortiguamiento fluido turbulento: Es el que se produce en un
fluido, un flujo turbulento. En 461, 1la resistencia F es

proporcional al cuadrado de la velocidad.
F = —~g-vZ

NOTA: Los amortiguamientos hidraulicos de auwtomdviles,

puertas, etc, se comportan como una mezcla de los

anteriores.
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NOTA: El Gnico amortiguamiento que produce una ecuacidn lineal
es 21 viscoso, por lo que es el mads usado, a la hora de
efectuar simplificaciones y analogias de sistemas

mecanicos complejos, con amortiguamiento.

-Amortiguamiento de Culomb: Ez el que se produce en el
rozamiento seco entre dos s6lidos. Fara velocidades pequefas,
la fuerza puede suponerse constante en médulo, vy de direccion

opuesta siempre a la velocidad relativa.

Fe = JsN
-Amortiguamiento histerético o estructural: Se debe al
rozamiento interno entre moléculas F
y cristales, en el momento de la /'/
vibracidn. Ello hace que la /4 g

\
AN

relacidn fuerza—-deformacidn no sea

igual al encogerse el cuerpo que al /

estirarse, siguiendo un ciclo de
histerésis.

El area encerrada por el ciclo es el trabajo perdido en calor.
Tal trabajo es independiente de la velocidad con que se

recorre el ciclo, es decir, de la frecuencia.
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8-.FPlanteamiento general del problema de vibraciones mecanicas

-.a resolucién de un problema de vibraciones mecanicas se

desarrolla, normalmente, en cuatro etapas.

Frimera setapa: Definicidén del modelo matematico.

Tal como va se ha visto, consiste esta etaﬁa en definir el
sistema vibrante que méds se aproxime al modelo real.

Esta es una etapa en gue la experiencia juega uwn papel
decisivo, ya gque esta reduccidn no obedece a leyes matematicas
definidas.

El modelo matemdtico serd un conjunto, mas o menos complejo,
de masas, resortes vy amortiguwadores, con los GDL que sean

precisos.

Segunda etapa: Definicién de las ecuaciones diferenciales del
sistema.

Partiendo del modelo matemdtico definido, se aplican las

ecuaciones de Newton, el principio de D’Alembert, o el
principio de conservacidén de 1la energia para calcular las
ecuaciones diferenciales gue definen el movimiento del

sistema. Esta etapa es puramente objetiva.

Tercera etapa: Solucidn de las ecuaciones diferenciales del
sistema.

El conjunto de ecuaciones anteriorhente definidas se
resolveran usando algunas de las técnicas matematicas
conocidas: solucidén general de ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace, métodos matriciales, métodos

numéricos {(Runge—kutta, elementos finitos, etc.)
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También es una etapa totalmente objetiva, que sé6lo depende de
los conocimientos matematicos precisos.

Cuarta etapa: Interpretacidén de los resultados.

Ezta ez guizds la etapa mas décisiva, la gque Jjustifica la
existencia de las tres anteriores.

Ha de conducir necesariamente a la interpretacion del analisis
efectuado, o a las consecuentes implicaciones para el disedo.
Al igual que la primera, es bastante subjetiva, vy 1la

experiencia juega un papel fundamental.
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Z.1.-ANALISIS GENERAL DE LOS SISTEMAS VIBRANTES DE 1 GDL

1.- Formulacion general de la ecuacidn del movimiento.
2.~ Vibraciones libres no amnrtiggadas.

2~-1.~ Método general.

2-2.—- Método de la energia.

2-3F.—- Método de Rayleigh.
F.~ Vibraciones libres amortiguadas.

Z-1.- Amortiguamiento viscoso. Relacion de amortiguamiento

3~2.— Amortiguamiento seco (Coulomb)

3.~ Amortiguamiento histerético (estructural)
4.— Vibraciones forzadas, no amortiguadas.

4-1.- Fuerza de excitacidn arménica. Resonancia.
5.~ Vibraciones forzadas amortiguadas.

5-1.~ Fuerza de excitacidén arménica.

«~ Método general. CAlculo del amortiguamiento.

-yl
—1-2.~ Método de la impedancia mecanica.

thon

S—-2.— Fuerza de excitacidn periddica.
5-3.~ Fuerzas de excitacidon " elementales ".

S5—-3-1.~ Introduccidn.

5-3—-2.- Funcidn escaldn.

5-3-3F. - Funcidn rampa.

5-3~-4.- Funcidn exponencial decreciente.
G-3-5.~ Funcidn diferencia escaldén—-exponencial.
5~3—6.~ Funcidén impulso.

S5-4.~ Fuerzas de excitacién cualesquiera. Integral de
Duhamel.

6.~ Calculo de la respuesta por métodos numéricos.

6-1.~- Método de la diferencia central.
6—-2.— Método de Runge-kFutta.



1.~Formulacidn general de la ecuacion del movimiento vibratorio

en sistemas mecdnicos de un grado de libertad

~-La forma mads sencilla de plantear la ecuacidén del movimiento
de una masa vibrante m es aplicar la segunda ley de Mewton.

(WY
F(t) = m»

dtz

donde en F(t) se incluyen las fuerzas exteriores aplicadas
sobre la masa m, las fuerzas elasticas (fuerzas de deformacidn
alrededor de la posicién de equilibrio) y las fuerzas
amortiguadoras.

~Este planteamiento es vAlido en sistemas vibrantes sencillos,
como el masa-resorte-—-amortiguador, o cualquier otro que pueda
asemejarsele.

En sistemas mas complejos, dnndeAtales simplificaciones no son
posibles se recurre a otros métodos, basados en el equilibrio
entre trabajo aportado y energia del sistema {métodos
energéticos).

-A continuacidén vamos é cbtener la ecuacion general de

equilibrioco de un sistema ideal de

1 GDL, masa4resnrte—amnrtiguadnr,

sobre el cual se aplica una fuerza K
exterior F({t), variable en el ———
m =i i
tiempo. $ 4
®(t) F(t)

La figura esquematiza tal sistema.

En é1, toda la masa se encuentra

concentrada en un punto m.

l.La elasticidad del conjunto se representa por la del resorte, K.



El amortiguamiento interno se supone del tipo viscoso, vy se
representa por un cilindro y pistén, 1lleno de aceite, vy cuyb
coeficiente de amnrtiguamientn &8s C.

Al  aplicar la fuerza F(t), se produce un desplazamiento de la
masa x{t)., Con ello, el resorte se alarga; "tirando” de la
masa con una fuerza K-%, contraria a F(t) (y a x).

Al mismo tiempo, el amortiguador " se encoge”, generando una
fuerza proporcional a la velucidad, de valor c-;, y contraria
también a F(t) (=i ;(t) tiene la misma direccidn que F(t).

El planteamiento de 1la ecuacidon de equilibrio nos 1lleva

inmediatamente a la ecuacidén diferencial del movimiento:

m‘x ’

ke | ] mex + Cex + Kex = F(t)
» 1 MCX
H H H
t— siendo:

m _"I'-I e ow . .

I M mexx = Fuerza de inercia.
F(t) c%x = Fuerza de rozamiento

viscoso.

ke Fuerza elastica.
La resolucidén de esta ecuacidén nos permite hallar el
desplazamiento de la masa, en funcidn del tiempo.

®o= x(t)

Tal cuestién, para diferentes supuestos, va a abordarse en los

puntos posteriores.



2~-1.-Vibraciones libres, sin amortiguamiento, en sistemas con i

GDL. : Método general

b 1 Al ser vibracidén libre:

F¢t) = O

Al no estar amortiguada:s

c. . = c’

For lo tanto, la ecuacién general queda reducida, para este
caso, a @

m-;.+ ey = 0
(Ecuacion diferencial lineal, homogénea, de 29 orden)
Intuitivamente, el fendmeno vibratorio se comprende
facilmente.

En efecto, imaginemos inicialmente la masa en reposo en la

posicidén (&)

Si abhora desplazamos la masa una distancia ¥e, la mantenemos
fija, en esa posicion (¥ = ¥a. ; = Q) vy lupgo la soltamos,
la masa se moverd, con movimiento de vaivén, alrededor del
punte de egquilibrio (posicidn al, indefinidamente, Con

movimiento armdnico ademads. Las posiciones extremas seran + Yo

y—VtO-
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Tampoco es dificil entrever gue la frecuencia de este
movimiento debe depender, exclusivamente, de las
caracteristicas del sistema vibrante, es decir, de m y de K.
En efecto, si m es grande y K peguefa (resorte "blandeo", de
mucho alargamiento), reconocemos intuitivamente gue 1a
vibracién serd "lenta", y de gran amplitud.

Veamps todas estas cuestiones, matemdticamente:

Para la resolucidén de la ecuacidn diferencial podemos ensayar

una solucidn del tipo:
® = (aer®

siendo @ una constante y ) un parametro, ambos a determinar.

Entonces, derivando vy sustituyeno gueda:

=
|

Aellepr®

A2 «Qeprt

X
It

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
Mahdee>t & Kefep>t = 0
Con 1o que se obtiene la ecuacién caracteristica:
mx2z + K = 0
que tiene dos soluciones:

M = + —~K/m Am = = =“Kem

e

l.La solucidén de la ecuacion del movimiento puede entonces
escribirse:

o= Q;'E,\"t -t Qz.ehzt



56

L1lamando f/m = wn "frecuencia circular natural" ]
"frecuencia propia” del sistema {(que como vemos, solo depende
de las caracteristicas K vy m del sistema, vy no de 1la
amplitud de la vibracion ni de las condiciones iniciales ¥e O
;m), podemos escribir (m&s adelante veremos el por qué de
esta nomenclatural:

o= Q:.Ei-wn-t +4- Qz.e—t-wn-t

(recuerdese que -k/m=1i L K/m)

Fara pasarlo a la forma trigonométrica podemos poner:

¥ = @B1-[C0o8 (Wnt) + 1i.8Ben {wWa-t)] +

4+ G [Cos (~Wa+t) + 1+8en (~w,+1t)1
¥ = ((Qy + Qz)Cos wat + i (8 — Bx)Sen wat
¥ = ECos Wwat + GSen wa.t £41

gue representa la suma de dos movimientos arménicos de la
misma frecuencia, desfasados w/2. Se trata, como sabemos, de

otro movimiento armdnico, de igual frecuencia.

NOTA: Observese gue =i hacemos:

26,

E + Gri

20 E - G/i

¥ o= (E/2)eptrewn + (G/2i)-pi-wn + (E/2) et w0 — {(G/2i) g1 -wn

gl rwn 4 g-i-wn gl ewn . @—i~wn

el e [ ]




¥ = E«Cos Wa + G-5en wa

siendo E Gy + GZ)

G = i~{(Q, —~ (z)

l.as constantes E vy 6 ( 0o las . y @=) pueden ponerse en

funcidén de las condiciones iniciales

¥ = o
t = 0O ====3% {. -
¥ = Ho
Ho=E
M= = WatEeSen wat + WwaG-Cos wat
Ho = Weel === 0 = o/ Wa

Con 1o que 1la ecuwacidn del movimiento (desplazamiento en

funcidn del tiempo) es:

¥ F NerCos wat + (MeafWn) Sen wat [S3

l.a amplitud del movimiento es:

L E2 + 62 = f n02 + (No/Wnd2 = f no2 + (%o -m)/K

que como se ve, s6lo depende de las condiciones iniciales vy

de las magnitudes K y m, asi gue puede ser tan grande como se

desee (si 10 sS0On Yo O Ho)d.

NOTA: Si al sistema masa-resorte se le

da un desplazamiento inicial %o K %

y se le suelta (sin darle ningun

3

impulso inicial, es decir, con



%o = 0) la respuesta del sistema seria:

¥ = ¥aCos wat

Es decir, una onda cosenoidal

Qf w/2 % w2 2%

Sin embargo, si en la posicidén de equilibrio de la masa
(sin desplazamiento inicial %o = O) le damos un impulso
(un golpe), tal gue imprima una velocidad inicial Xo,

la respuesta serda una funcidn senoidal (con diferente

amplitud pero igual frecuencia)l

«Sen wWat

oo/ Wa
In/2
»- t




NOTA:

l.a consideracidén eventual del peso de la masa vibrante
no introduce ningunpa variacidn en la frecuencia natural
del sistema.

En efecto, si al resorte K de la figura se le cuelga
una masa m, se Testira” una
longitud &= (flecha estatica),

de valor

me-g

dm =

K

(g = Acel. de la gravedad)

Si ahora desplazamos la masa desde, esta nueva posicidn

de equilibrio, vy la 1liberamos, mew Kix +42)

~vibrard libremente, viniendo dada 1 1

la ecuacién del movimiento por: 1
m=-g

mex + K(x +8=) — m=g 0

mey + Koy +KeSee — m=g = 0

mey + K = 0O

gque es la misma ecuacién conocida

NOTA:

Conocida la frecuencia circular natural puede hallarse

la frecuencia natural de vibracidén del sistema por:
F = 1/T = (1/2W) »we = (1/72m) «f K/m Hertzios
El periodo de la oscilacidén seré:

T = 2w« m/K Segundos
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2-2.~Método de la energia

~Muchos sistemas en vibracidén libre con un grado de libertad
no son tan simples como el masa-resorte.

De ahi gue para definir la ecuacidn del sistema vibrante sea
preferible emplear otro método, cual es el de la conservacion
de la energia.

Como sabemos, en un sistema en vibracidn libre (sobre el cual
no se aporta ninguna energia exterior), la suma de las

energias cinética v potencial es, en todo instante, constante

T = energia cinédtica

o
L}

energia potencial

-
+
o
it

cte.

For lo tanto, su variacidn con el tiempo es nula:s

d
~{T + ) = O

dt
Esta ecuacidén puede emplearse para bhallar la E.D. del sistema

vibrante.

Ejemplo 1.-

Energia cinédtica de la masa:

linm -}{2

%

Energia potencial de la masa:

eKan2 Fr {=————==> (Fr = Kex)

) SR
{drea del triangulo) /'/ Aﬁ » ¥

HNemexd s + Heklen2 = cte,.
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Diferenciando: (may + Kent)sx = O

de donde se obtiene:

Mmex + Ko O

Ejemplo 2.-

K Energia cinética del conjunto:

Belm=€2 + Hemef{r,-9)2
&
9 \ Energia potencial del conjunto:

Beklelra-@)2

[ |
Sumando:

Belwe©2 + Mame(rg=2 + YeKe(ra-9)2 = cte

Diferenciando:

2/2: 108 + 2/2+r 1289 + Z2/2:Kerp-0«0 = 0 =====3

de donde se obtiene E.D. del sistema:

=====3 (g + Fi2)+8 + Kira«s9 = 0




2-3.-Método de Ravleigh

&2

En sistemas conservativos, vy suponiendo la posicidn 1 agquella

en que la energia cinética T es maxima y la posicién 2
aguella en que la energia potencial U es maxima, podemos
escribir:
Uy + Ta = Uz + T=
Como para T = Tax ===> U, = 0
U:.' = Umd.n ===:}" T:._- = 0
tueda, finalmente
Umdu = Tm&u [13
Ecuacidn que nos permite calcular la frecuencia natural del
sistema.
Aplicando al sistema masa—-resorte
r—*}:(t) ¥ = MW Sen wat
K
ANANN m Umaae = %eK-22 {ya que X es el
valor manimo de )
Tondre = BeMoXmax: = BeMewn? X2

Igual ando ambas:

Welle X 2

Wy

El método de
frecuencia

valor de x({t)

Rayleigh permite un

natural de un sistema,

BaMeWa? s X2
S K/m

cdlculo rdpido de 1a

siempre gue se conozca el



Cuando este no se conoce, Se supone un valor para el
desplazamiento ¥, compatible con los vinculos del sistema, vy
entonces, aplicando 11 se halla la "frecuencia natuwal

aproximada”.
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3—-1.~-Vibraciones libres, con amprtiguamiento viscoso, en sistemas

de 1 GDL

@ n

{(al

Intuitivamente el fendmeno puede analizarse someramente.

En efecto, imaginemos una peguelia masa my, Como se ve en la
figura, "unida” a la pared por medio del resorte de rigidez K
v 21 amortiguador viscoso de coeficiente de amortiguamiento c.
El conjunto se encuentra inicialmente en reposo en la
posicidn (a).

8i ahora desplazamos la masa una distancia %o (compatible con
la deformacién elastica del resorte), y la mantenemos fija en

esa posicion (X = Xo) ¥e = 0), ¥y luego la soltamos, puede, en

un primer andlisis, uno de los dos supuestos siguientes:

- En primer lugar, 1la existencia del amortiguador vy 1la
inexistencia de fuerzas de excitacion exteriores sobre 1la
masa hard que esta se mueva con movimiento amortiguado

(amplitudes decrecientes).

- En segundo lugar, el tipo de movimiento dependerd de cuan
"duro" sea el resorte, y cuan "resistente al movimiento®

sea 21 amortiguador.

En efecto, si se dispone de un resorte "blando” vy un
amortiguador "duwo" una vez desplazada la masa, cuando se

le suelta tenderd a iniciar un movimiento vibratorio. El
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resprte "tirard” de la masa, vy el movimiento de esta sera
fuertemente "impedido" por el amortiguador. El1 movimiento
resultante serd una vuelta mads o menos rapida, a 1la

posicidn de equilibrio.

o K pequefio For el contrario, si el
xc.—~\\\\\\\\\\\‘i~3iiiée resorte es muy "duro” y el
t amortiguador muy "blando",

"déhil", es posible gue la

k grande
——r masa oscile al rededor de
Me C pequero
//“\- == su posicion de
— t
, - equilibrio, aungque con
P ’ movimiento vibratorio

amortiguado.

Tales comportamientos, con todo detalle, son faciles de

analizar matematicamente

Comob vya vimos, la ecuaci én

f - del movimiento de un sistema

vibrante de 1 GDL es:

mey + C+x + kK« = F(t)

En este caso, al ser F(t) = O, queda:

Moy + Cox + Kox o £13

gue es una ecuacion diferencial homogénea de 29 orden.

Su solucidn es del tipo:

¥ = (=e>t

Siendo 8 una cte., ¥y A un parametro a determinar.
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Derivando:
1 —1 G!n)\-E)\t

;" = Q-AZ -E"t
Sustituyendo:

Mefe N2 eprt frefledeprt + koeflap>t = Q

maAZ2 + CcsX + K =0 {ecuacién caracteristica)

Sus raices son:

c c? k
—— W [ om_ 4.—-——
m ma m C c? K
o= = e e— —
2 M 4 -m2 m
C
My = - — +
2«m
C
Ao = = — -
Z2.m

La solucidén general serd del tipo:
W= G!i.ehlt + Qz.ehzt

Natwalmente, las coluciones dependeran de los valores del
radicando en A: ¥ A=.

Fueden darse tres casos diferentes, segin que:

4ok om

PR LY
5
3
1)
PN LT
2
FASN LY
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Veamos cada uno de ellos por separado:

= 0 === c = f 4.Kem

En este caso, cuando el amortiguamiento del sistema es
igual a la raiz de 4-K-m, las dos raices Aas ¥ Az SO0
iguales.

La solucidn seria:

1 e Q’..E—Cclzm’t -+ G!E.E"(l:/zm?t - (Q‘l. -+ gz).e~tc:/2m>t

w = {a° ap—lers2m? &

evidentemente, ésta no puede ser una solucidn, puesto
que la misma debe contener dos constantes diferentes.

Ensavando una solucién del tipo:

o= Ll"E'—“:’z'“’t

donde w = u(t) a determinar, se obtendrid sustituyendo
en [11
Y - L LR -2 ST ceu c2au c2an
a-lerafmr e, - + + — + = 0
m 4 «me m 2-m2 4 -m2

de donde se deduce:

siendo Fy, y Fz las dos constantes arbitrarias.

For consiguiente, la solucioén sera:

¥ = (Fy + Pa-t).e-t=s2me
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En esta expresidn, el primer término F,-e-fsr2mre

decrece exponencialmente con t.
El segundo término, puede transformarse:
Pa-t ‘ Fa-t

Fastep—tesr2mr e = =
gviss=mr e 1 +(c/2m) -t +(c2/8m2)-t2,...

que como se ve, también decrece con el tiempo.
Graficamente, la curva del movimiento es una exponencial

gque tiende, rapidamente, a la posicién de egquilibrio.

Tales constantes pueden determinarse en funcidn de las

condiciones iniciales:

H = Yo
t = O ===3 " .
H = Ho

De donde, finalmente:

M o= [He + (Mo — (Crde/2Zm)) tlep—tsrart
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~El wvalor dec =+ 4:K-m se denomina amortiguamiento

critice, y se representa por Cee
= 4ekem = Zm-wWn

Caor

Yy cCcomb se ve, s6lo depende de las caracteristicas del

sistema.

NOTA: Para otro wvalor cualquiera de ©, se define

"relacidn de amorrtiquamiento” al parametro

adimensional.

ftczz78m2) = (E/m) > O =3 (c2/4m2) > (K/m) =»> ¢ » 4k m

En este caso, A2 ¥ )= s0n reales y distintas vy ademds
enteras.

l.a solucidn sera:

¥ = Qyept=<ara2m> + f ccr/am2r— (/m?at 4

+ Qaspt—tes2m? — f (=2 /4ma3 2~ (K/m? 1t [31

Ambas exponenciales son negativas al ser en todo caso el

radical menor que el primer sumando.



70

Aoepb—tar/72m? — f (€4 /74m2 ) — (k/m? It
-

(1, s@E—Ca 22mr + -f (c2 /4may— (K/7mr At

lLa suma de ambos términos es el marcado en linea gruesa
en la figura.

Como se observa por [31, no se trata de un movimiento
arménico sino de un movimiento fuertemente amortiguado ,
en que ¥ disminuye con t, exponéncialmente, aun cuando

sin anularse nunca. Se dice gue el sistema tiene un

amortiguamiento supercritico.

Coe™

{ tczr4m2) - K/m) £ 0 = < Jd 4:-Kem

En este Caso, las dos raices son distintas e
imaginarias:

La splucidn general puede escribirse:

¥ = @ies2m ce [, st d (K/m) — (3 74ma T -t 4
e Q:_-'E—" --\'. C/7m? ~— (ol //4ma ) -t ]
Llamando we =  (K/m) — (c2/4m2) "frecuencia natural

amprtiguada”. y que sé6lo depende de las caracteristicas

del sistema, tenemos:
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¥o= E"(G/zm’-t.[@’..el awel -t 4 Qz.e—l'wd't

Fazando a la forma trigonométrica tenemos, a1 igual que

antes:
M o= grter2m? ~tfE.Cns (Wg*t) + GeSen (wWa+t)1

l.Las constantes E y G (0o Gy y Gz) pueden determinarse en

funcidén de las condiciones iniciales

¢ = —{(c/2m) re—iss2m ce[E.Cos (Wat) + G-8en (Wa-t)1 +

+ g—te/2m? ~tl—FE.pwg-5en (Wag+t) + GerwgCos (wa+t)]

" o CrHoe
Ho = —{(C/2m)E + Grwg === G = [ + ]
Wa 2mWa

Con lo gue tendremos finalmente:

o CoHe

¥ o= aries2mr ot} v CoOs Wgrt + [ + ]-Sen Wa-t
Wa ZmwWa

Como se ve, corresponde a un movimiento periddico

amortiguado, de frecuencia circular wa, obtenido como
suma de dos movimientos arménicos de igual frecuencia,

diferente amplitud, v desfasados w/2.
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Su representacion grafica es la mostrada en la figura:

~ e""(::/Zm)t

t

/N :
e

—
—
—

]
1]
-~ el

El sistema se dice gque estd subamortiguado, o que

amortiguamiento es subcritico.

NOTA: Comparaciodn de respuestas segan el tipo

amortiguamiento:




NOTA:

La frecuencia circular natural amortiguada puede
ponerses:
wa = f (K/m) - (c2/74m2) = L K/m « £ 1 - (c2/4m2-wzy) =

Waef 1 ~ (C/Cee)?

Expresidn gque 1liga la frecuencia natural amortiguada
con la frecuencia natural propia (libre) y la relacidén
de amortiguamiento, en un sistema cualgquiera de este

tipo.

NOTA:

Decremento logaritmicop: Calculo de €

En este movimiento arménico amortiguado, el decremento

ligaritmico vale:

Tiempo Amplitud
to = 0 ==ssscSssSSsSsSssEssSsSsSsS)k M S Mo
Tty = to + T ======== =¥ M = Ma
tz2 =ty + T =t + 2T =====} ¥ = ¥
tx = ta + T = to + 3T =====> ® = X=
8i A es una cte., que depende del valor xeo para t = 0,

se tendra:

= fNaprlesr2m o

= A.E(—cfzmi fttey + T2

Hyg = ap e rs2me T

= Mg

e = Q.E(—GIZMP (e + [RT?F = H'D.Et—-:/Zm)zT

Moy = Ar@ i~/ 2m? (ta + NT? = yo:@t~cS/2mnT
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El wvalor {(c/2m)T = & s=se le

logaritmico", y vale:

y =

"y Ho'e_n"

denomina "decremento

& = 1/n<1ln (Maolda) (cantidad adimensional)
Como T = Zn/w;, guedas
c 27
& = (c/2m)T = (c/2m) ~ {27/ Wa) = . =
2m Waed 1 - g2
2w c
1 - 52 2m=wa
25
G B nnm——
r1-¢
Como puede observarse, también & es un valor
caracteristico del sistema, que no depende de
amplitudes, estados iniciales, etc.
NOTA: Como T, se puede, medir con bastante farilidad, 1la
O ... relacion
canterior nos permite calcular, experimentalmente, el

amortiguamiento de un sistema.

Fara amortiguamientos pequefos

2.

uTs



-Al gunos valores de ¥, empleados en diferentes

aplicaciones:

—-Amortiguadores de automdviles .c..eanes 0,1 F 0,5
~GOMA svsnsusansansnnnansnsansannnnnass 08
~HOFMIigQON wonesrwsanrncnnanannancsnvnannas Wy02
~MAQEr @ sesessnnasnannnannsosnnssennnnas (3003

—~Acero estirado en frio ceiecvessacanansas 000086

NOTA: Obsérvese gque los sistemas libres amortiguados siempre
implican un movimiento transistorio, vibratorio o no,

perc limitado en el tiempo.




-
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- Vibraciones libres. con amortiguamiento seco, en sistemas

de 1 GDL

-E1 amortiguamiento seco o de Coulomb es el gue se origina
sobre la masa vibrante por estar en contacto directo con la
superficie de deslizamiento.
Como sabemos, la fuerza de rozamiento que se origina sobre
l1a masa vale:

Fee = p=N
siendo p el coeficiente de rozamiento y N la carga normal.
Dentro de ciertos limites, esta fuerza de rozamiento puede
considerarse constante, por 1o gue a este tipo de
amortiguamiento también se le 11 ama "amortiguamiento
constante”.
~-L.a ecuacidn diferencial del movimiento es facil de definir,
aungue Como la Fe. s opone siempre al movimiento
(velocidad), han de expresarse dos ecuaciones diferentes,

una para cada direccidén.

e = meg
Movimiento a la derecha Movimiento a la izguierda
|F }F
KeX o« m -———o; eyt — m je——0 ;
;ﬁqhzﬁ; lN‘ »p-N
m-;.= -y — PN m-;.= HeN — Kx
m-;.+ Ky = —peN £11 m-;.+ Kx = paN £23

Y
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-L.a solucidn de la ecuacion [1]1 sera:s
alt) = E1+CD8 Wat + Gi1+Sen wat — (p=-pN/K) LE]

(que puede comprobarse por simple sustitucidon de [31 en

t11).

Como sabemos wWa = JH/m.y Es v 6. son constantes a
determinar en funcién de las condiciones iniciales.

~-L.a splucidn de la ecuacion [2] sera:
¥alt) = Ea+COs Wat + Gz+5en wat + (Pp-N/K) £41]

en donde Ex v Gz también son ctes. a determinar.

~l.as ecuaciones [31 yv [4] indican que en cada medio ciclo el
movimiento es armonico (formado por la suma de dos
movimientos arménicos de igual frecuencia wal, Yy al cual se
le suma 21 valor cte. (p=N/K) y (-p-N/K), respectivamente.

-8i las condiciones iniciales son:

X
]

b4

Q

O

-
bs
I

es decir, si se aparta la masa una distancia Mo de 1a
posicidn de equilibrio vy se le "suelta” (sin comunicarle
pingdn impulso, es decir, ;o = ), podremos calcular las
ctes. E vy G.

8i nos referimos al dibujo, i damos a % un desplazamiento
positivo Mo, el movimiento se iniciard de derecha a
izquierdé, luego en este primer medio ciclo ha de usarse la

ecuacion [43.
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Sustituyendo las condiciones iniciales queda:

Ha(0) = Ex + {(pN/K) =y Ez = %o — (p-N/K)
z{t) = —Ea-wWn-5en wnt + Ga'wW.-Cos w.t
¥af(Q) = 0 = BzrwWn === Gz = 0O

lLa ecuacidn [4]1 queda entonces:

Mi{t) = (Mo —pN/E) -Cos wat + (p-N/K) £LS1

Como se ve es una cosencide desplazada la distancia (p-N/K).
Esta expresién [31 s6lo es valida en el medio ciclo, es

decir, en el intervalo:

4] t 2 T/2

[

gue también puede expresarse:

LU

l-r'.
‘+
i

W/ W

Para t = 7/wn, 1la masa estid en el extremo opuesto del

intervalo, v el valor de la amplitud seréi
it = 7/2) = (o — PeMN/K)Cos 7 + (p=N/K) = —(sp — ZP-N/K)

Como 1a masa partid de la amplitud ¥o v en medio intervalo
l1lega a la amplitud —(xeo — Z2p-N/K), 1la reduccidn sufrida en
la amplitud vale:

2paN/KE
~-En el segundo medio ciclo se parte de las siguientes

condiciones iniciales:

¥ o=~ — JIp-NK) }_ valores de ¥ y

¥ = O para t = w/Wn
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sustituyendo en la ecuacidén [3]1 v en su derivada:

E; = e My + (3}."N/"')

Gz = 0
Con 1o cual la ecuacidn [3] puede escribirse:
H{t) = ( + s + JIpsN/K)-Cos wat - (p-N/K)

Esta ecuacidn es valida solamente en el intervalo:

o

T/ W 2t 2 20/ WA

Al final de este ciclo la amplitud sera:
wit = Zn/wn).= Ko — 4p-N/K

y la velocidad {(derivando [61)

#i{t = ZN/Wa) = 0

L&

que son las condiciones iniciales para el inicio del segundo

ciclo.

-El1 movimiento continuard hasta el ciclo en que la amplitud

de x(t) sea mas pequeia que p-N/K

En tal situacidn, 1la accidn del resorte K-x serid menor gue

lé firccidn p=N, y entonces el movimiento cesa.
(En 1a figura, ésto ocurre al final del 4° medio cilo)
Como en cada ciclo la amplitud del movimiento se reduce

4p«N/k, podremos poner (llamando X a la amplitud):

Ko = Mot — (4]."“/"5:)
en consecuencia, &1 decremento por amortiguamiento cte.

es logaritmico, sino lineal.

en

no
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For otro lado, el movimiento amortiguado no se prolonga

indefinidamente, combo en el caso de amortiguamiento viscoso,

sino gue cesa repentinamente, tan pronto se alcanza el

valor

pd 2 peN/k  (Obsérvese también gque a diferencia

amortiguamiento wviscoso, en el seco la frecuencia

misma que si el sistema no estuviera amortiguado)

(Xa—dpN/K)

es

= (Ho—2PN/EK)

[///

~ (L a=2PN/K)
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4,-Vibracidéen forzada, sin amortiguapiento, en sistemas de 1G6DL

i TE— S
e (t)

P (&)

(Suponemos gque la Ffuerza de excitacidn wvaria en forma

arménica, con frecuencia circular wg)

F(t) = F«8en wet

~Como en los casos anteriores, este fendmeno también puede

analizarse intuitivamente, en forma somera.

Ya hemos visto gue una masa m, unida por un resorte de rigide:z

Ky oscila libremente con movimiento arménico de frecuencia

circular wa. = £ K/m

Si sobre esa masa se aplica una peguefia fuerza F(t), de tipo

arménico, de frecuencia circular we estd claro gue con

independencia del movimiento libre tal fuerza tendera

a

comunicar a la masa otro movimiento de tipo arménico y de gue

en el supuesto de gue el resorte no interviniera seria de

misma frecuencia que la de la fuerza.

la

Evidentemente, como F(t) puede tener cualquier valor, .las

frecuencias we ¥ wWe son totalmente independientes entre si.

El movimiento resultante para la masa debe ser la suma del

movimiento libre (de Jfrecuencia w.) vy del movimiento

producido por la excitacién. Por consiguiente, no se tratara,
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~
)

en general, de un movimiento arménico, aunque si periddico.
Farece 1ldégico suponer también gue 21 movimiento resultante
dependera, de alguna manera, de la relacidén entre Wwe ¥ Wan, asi

como de los valores de K y m.

NOTA: Este es el caso de un columpio, que oscila con una
frecuencia circular propia wa. 5i le aplicamos una fuerza
periddica, con frecuencia circular we pueden ocurrir dos
cosas:

a) ue Wwe = Wa, es decir, gue (por ejemplo) al final de
cada oscilacidn del columpio apliquemos una fuerza Fo.
En este caso, el columpio seguird oscilando con la
misma frecuencia, pero la amplitud ird aumentando.
Se dice gue existe resonancia. Teoricamente, la
amplitud puede hacerse infinita (en un tiempo
infinito)

b) Bue we *» Wna, es decir, gue el columpio reciba "muchos
impulsos” durante una oscilacidén {(de frecuencia wWa).
El resultado serd un movimiento peridédico, formado por
pequeias oscilaciones superpuestas al lento vaivén

general.

—

-
P

Z WE = W We= > We

‘K@L{/\\/ € “L/u//’/ t
N




~Como se comprende facilmente, la ecuacién del movimiento para

este caso sera:

Me¥o + K = ForSen wet

La solucidén de esta ecuacidén diferencial, sera la suma de la

snlucidn general de la ecuacidn homogénea (m-=x + Ky = 0) mas
una solucion particular de la completa.

~La solucidén de la ecuacién homogénea es la conocida
®1 = E«Cos wat + B-Sen wgt
-Fara la solucién particular podemos ensayar una del tipo:
¥a = M Ben (Wet - §)

siendo X y § valores a determinar (3 es el angulo de desfase

entre F(t) vy xa(t) )

X oa
N

= WM Cos {(wet -~ &)

= —Wgl X «Sen (wet — §)

Sustituyendo en la ecuacidén general:

~Mewe? « X -Gen (wet ~ 8) + K-X -Sen (wet - 8) = Fo-Sen Wet

Desarrollando:

—Mrwe? X -Sen wWetCos 3 ~mewe? « X Cos Wet-Sen & +

+ KeX+Gen wet-Cos § + K-X -Cos wet-Sen 8 = Fo-Sen Wet

Igualando los términos en Sen wet v Cos wet:
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~Mmewe? X -Cos & + KX +Cos & = Fo £13

—Mewe? X 8en § + K2 «Sen § = 0 L2131
De la expresidn [2]

Sen § = 0 =====3 8§ =
De la ecuacidn [13]
§ =0 ====z=3>{Cos § = | m=mm=mm=l MWl X O+ K3 = Fy,
Fo
o=

-Con lo cual, la ecuacién del movimiento sera:

Fa
¥ = Mg + Mp = (E«CDS w,t + G-5en w.t) + Sen wet
K. - m« W2

Como se vé, es la suma de tres movimientos armonicos: Dos de
ellos, de frecuencia circular w., y amplitudes E y Gy
representan la respuesta del sistema libre. El1 tercero, de
frecuencia circular Wiy y de amplitud Fo/{E — mewe?)
representa la respuesta del sistema a la sola fuerza de
excitacidén (Obsérvese que la amplitud de esta respuesta

forzada "pura" depende de we).

NOTA: En la ecuacidén de este movimiento =e aprecian dos
importantes cﬁestinnes:

12.- La amplitud del término correspondiente a la

vibracion forzada depende de 1los valores de 1la

frecuencia de la fuerza de excitaciadn Wezy, aSi Ccomo de

m y k.



Fo FosE ant

| A m-w=2 h (WE/Wn)Z i - (Wal’wn)a

H H Fara we = 0 == ¥ = ¥ out
: Fara we = ©» ==3> X = 0
X wmt ! Wa
We
0 i Lo que significa que el
13
H sistema es insensible a las

variaciones de F(t) demasiado rapidas.

Para we = Wey ==> 3 = o fendmeno de resonancia.

28.- En la expresion general de la amplitud del

movimiento forzado se observa una cuestién anémala.

}{ ot

I - (W wa)2

se hace negativa para we/w. > 1
Evidentemente, amplitudes'"negativas" es algo que no

tiene sentido.

Sin embargo, podemos escribir la solucién particul ar
por:

X = + X Sen {(Wet + w)

lo gque guiere decir que una amplitud "negativa®
equivale a otra "positiva” en una onda desplazada
180° respecto de 1a onda original.

Esto significa que cuando we/wWa < i, ambas ondas
(desplazamiento vy Fuerzai estan en fase, y que cuando

We/Wn > 1, ambas estan en oposicidén.
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{(Es decir, cuando la masa, en su movimiento
resultante se mueva hacia la derecha, la fuerza
aplicada va hacia la izquierda, y viceversa)

La "inversién" ocurre justo cuando wWe = Was

~Fara estudiar gréaficamente 1la combinacién de los dos
movimientos, forzado vy libre, vamos a estudiar uwn caso

particular, en gue:

®
9
L

Q

18]

He

Es decir, cuando no existe movimiento libre por "separaciﬁn»
inicial” de la masa de su posicidn de equilibrio. En este
caso, el movimiento de la masa es originado por la sola
aplicacidn de la fuerza F(t). Naturalmente, tan pronto F(t)
desplace la masa de su posicién de equilibrio, el resorte
originard sobre ella wuna vibracidén libre. La superposicién

de esta, y la forzada, dard lugar al movimiento total.

Fo
¥ = E+COE Wat + G-52n w.t + Sen wet
k- ITI"WEz
- FQ'WE
{ = = Erwn8en wat + GewnCos wat + Lo Wet
B = w2
0 = E
Forwe Fis (We/We )
0 = + G-wn ) [ = -

B = mewg? b = mewe?
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Sustituyendo:

Fo' (Wa./wn) ) Fa
¥ o= Sen wat + Sen wet
E - mowg? K — mrewg?

Llamando we/wa = I

Xa:»/hlzn
¥ o= {Ben wet — r-S5en wat)
me (1 —_FE)

¥ o= . s (8en wet - r«Sen wat)
K 1 - 2
Como Fo/K = X amt {(flecha estatica)
1
= Xant = (Sen wet — F«Sen wat)
1 - r2
Este movimiento tiene aspectos muy diferentes, segun sea la
relacién entre we ¥y way, vya gue en definitiva se trata de dos
movimientos armoénicos, de diferentes frecuencias Y

amplitudes.

a) 8i we ¥ w., son muy diferentes (por ejemplo, we *> Wa), los
dos movimientos se reconocen claramente.
Al ser we *> Wn, la fuerza cambia tan rapidamente que 1a
masa no puede sequirla.
En este supuesto de vibracién libre, vy xo = ﬁo = 0 para
t =0, la deflexién estatica inicial Fo/K origina una

vibracién libre, a la cual se superpone la forzada:
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b) 8i we ¥ W, son muy parecidos we & Wny podriamos hacer la
siguiente transformacién

Sen wet = (We/Wa) *Sen wat =

1 We =~ Wa We + We
= *{Wn ~ we)-Cos [—————————-t}-Sen [———f—————-t} +

Wey 2

1 We = We We + W
+ (W ~ Wen)Sen [ -t]-Cos [ -t]
Wy

llamando we - wWwa = Aw

W ~ W L
Sen { t] & (Aw/2)-t
2 R
We = Wea -
Cos [—————n———-t - |
> ]

We + Wq & 2We

fBueda la ecuacidén en la formas

Fo i i
¥ o= . -[— (AW «Sen wet + (Aw)-t-Cos Wgt1
r2



8%

que representa el fendmeno de pulsacidén o batimiento.
La amplitud comienza a aumentar con t: vy se estd prdéximo

al fendmeno de resonancia.

U /M/mn/\ﬂ .
i

€) Cuando we = Wa, la frecuencia forzada coincida con la

natural. La fuerza puede empujar la masa en el momento
"oportuno” y se produce el fendmeno de resonancia.

En este caso, el primer término de la ecuacidén anterior
tiende a anularse (AW ———=3 0), mientras gque el 2?2 término
aumenta =su valor con t.

Bfueda por tanto:

W o= . (AW -t-Cos wat
K 1 - 2

Fa = (W ~ Wa)
¥ o= *t+Cos wat
(K/w2 o) s (W2~ )

Fc)'t' (WE - Wn)

¥ o= Cos wat
Mme (W — We) o (W + We)
Fc)'t
¥ o= =Cos Wat
2m = We



que puede interpretarse como un movimiento arménico de

frecuencia wa, cuya amplitud crece con t
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B-1—-1.~-Vibraciones forzadas, en sistemas amortiguados de 1 GDL.

Fuerza de excitacién senpidal. Método gral.

A——>F{t)

foee— 3 (L)

8i l1a fuerza aplicada es de tipo arménico, de amplitud Fo,

y de frecuencia circular we
F(t) = Fo+S5en wet

la ecuacidén general puede escribirse:

mey + Cox + Kext = Fg=8en wet
La =olucidn de esta ecuacidn diferencial lineal de segundo
orden serd la suma de la solucidn de 1la ecuacidn
homogénea, mAs una solucidn particular de la completa.

—~La solucidn de la homogénea ya se conoce, y vale:
¥ = B¢S/2m E(E.Cos wWat + GrSen wat)

{(la l1lamaremos . por ser de caracter transitorio)
~Como solucidn particular podemos ensayar una del tipos

{l1lamandola x, por ser de caracter permanente)

Hp = M Sen {(wWwet — &)
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Derivando:
¥p =We+ X -Cos (wet - &)
;p =—We? - X «Sen (wet — §)
Sustituyendo:
e o M Sen {(wegt — §) + WM .c-Cos {Wet ~ &) +
+ K2 «8en (wet - §) = Fo-5en wet
dividiendo por m, v teniendo en cuenta gue:
K/im = wal 3 c/m = 2§ Wen
- w2 8en (wet - 3) + We XK 2§Wnq-Cos (Wwet - §) +
+ Wg? 3 -Ben (Wet — 8) = (Fo/m) -5en wet
desarrollando las expresiones en Seno y Coseno:
- Wei M Sen WetCos § + wed2 X «Cos wet-Sen & +
+ W X 25:Wn'Cos wet-Cos § + WeX 25w -5en wet-Sen & +
*+ Wa2oXGen wet-Cos § - Wa2 X Cos wet-Sen § =
= (Fo/m) «8en wet
Igualando los términos en Sen vy Cos:
~Wed X Cos 8§ + 2X sweg Wa 55en 8§ + Wa? X Cos & = Fo/m £i3

we2 X +Ben 3 + 2K cWe Wn-5-C05 & - WaZ-X-Sen 3 = O £23



De la expresion [2]3:

Sen §:(We? — Wn?) - 2WewWn 5Cos § = O
25 e Wer = Wey 2 » (W /Wi ) 287
TE\Q§= = =
W2 — Wa? I - (We/wad2 1 - rz2

Este angulo § representa el desfase entre la fuerza
aplicada F(t) vy el movimiento de la masa x(t).

De la expresidn [13:

Fa/K
X = =
2 - AY
\///[1 - (w;/wn)z] + (2€ sWe/Wn)2
FalK
LT -T2z + (25.1)2
Como Folfk = Mame (deflexidn estatical, se 11lama

"coeficiente de amplificacidn dinamica” a:

- 1

. 4 {1 - r2)z + (E"g-l')z

l.a solucidn de la ecuacidn del movimiento serd entonces:

¥ = He + My = etTerEmre(E.Cos wWa-t +

Fe /K
+ G«Sen wa+t) + - Sen (Wt — §)
Sl =2y o+ (2g-1)2
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Como se vé el movimiento resultante es la suma de un
término correspondiente a una vibracidén libre amortiguada
de frecuencia wae vy amplitud decreciente en el tiempo

(teoricamente, su amplitud se anula en un tiempo infinito.
En la practica, mucho mas corto) {(recuérdese que, el
movimiento puede ser subcritico, critico o supercritico),
y otro término de amplitud X y frecuencia wa (1a misma que
la de la fuerza de situacidn, y gue al no disminuir con el
tiempo, al final representard la respuesta (movimiento)
permanente del sistema.

Este movimiento permanente o forzado y 1la fuerza de
excitacién presentan un desfase dado por el angulo 8.

M Las figuras representan el
movimiento de un sistema con
amortiguamiento subcritico,
sometido a una fuerza de
excitacidn "Tenta"

( We << Wa ).

La primera figura representa

el movimiento del sistema
considerado libre. Como se ve
He Xp la amplitud va decreciendo con

”J‘ //xl\t lLa segunda figura representa

2l movimiento del sistema por

aplicacion de la fuerza F({t).

Fo/k Z2E.T
™ o= H § = arctag
4 {1 —ra2)z + (2€.r)2 1 - r2




lLa tercera figura representa el movimiento resultante.
Inicialmente, el movimiento es muy complejo (periodo
transitorio), pero a medida que el amortiguador va
amortiguando la vibracién libre, el sistema cada vez va
respondiendo mas fielmente a la variacidn de la fuerza de
excitacidén, adn cuando con un cierto desfase.

A la larga, la amplitud del movimiento completo coincide
con la ®, v se alcanza 1 movimiento permanente estable.
~i.a figura representa el movimiento permanente del

sistema, en comparacion con la fuerza de excitacidon:

Fa)
X\’m
Q7 RN Ft)
( / *QD,‘_ —_—\ o, —— - —_—
/ % \ \ C N Xp(t)
' I} \l \ d ) ! ‘-t
' \ / 1 N 7 \ . v
\ N /j }(I | . A P d ) s ’
\‘\ - F 7 | \,
e T T [ L 2l
P d We
§ z
P e —

Y

NOTA: Ge nbservé que en el mnvimienté permanente final
Hep = HeSen (Wget — 8).
Tanto la amplitud X como el angulo de desfase §
VAarian con wWe ¥y COn £,
lLas  figuras representan estas variaciones de XX vy
de &, para distintos valores de wWe ¥y C.
We FosK

ro= x =
Wer Ji1 - r2)z + (PE.m2




2?6

b4 = 0
= 0,2
= 0,5
= J2/2
= 1
x--t
= 2
*WE
251
3 = tag—*
N K
3 \
K
w/2
= VA pr

Se observa que para cualguier valor de c diferente de
cero (g # 0), no existen amplitudes infinitas.

Ademds, todas las amplitudes disminuyen al aumentar
c. También se observa gue los valores maximos de X
no se producen para We = Way Sino un poco antes

(excepto § = Q).
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For tanto, en un sistema de este tipo se distinguen
tres wvalores de la frecuencia: la propia wne la
amortiguada wg y la de resonancia (maximo_ valor de
).

Igualmente, también se observa que para § = 0, el
angulo de desfase es cero, para We < Wa ¥ T para
We ¥ Wa. Fara otros valores de § el angulo de desfase
sg "suaviza" al aumentar 5.

Un andlisis mas detenido muestra mas claramente el

comportamiento de este sistema:

Aa.— Zona en que We 9 Wae
Cuando we = 0, Fi{t) = Fo = Fuerza estatica.
La amplitud » corresponde a la deflexidn estatica
W owar = Fo/K. Evidentemente, & = 0
Al ir aumentando we, Yy para valores de © pequelos,

la amplificacion ird en aumento, a medida que we

aumenta.
Sin embargo, para valores de © grandes las
amplitudes del movimiento permanente seran
menores.

En cuanto al desfase entre F(t) y xp(t) se ve qgue
en esta zona el desfase § aumenta en todos los
Casns, va que debido al amortiguamiento, al
sistema le es dificil seguir las variaciones de la
excitacidn. Con valores de © peqguefos, el desfase
aumenta mAds rapidamente al acercarse We a Wa,

permaneciendo bajo para valores pequefos de wWe.
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Por contra en sistemas con gran amortiguamiento,
el Angulo de desfase crece rapidamente desde el

principio.

b.— Zona en que we = Waq

Para valores peguefos de © se producirad el maximo
de la amplitud .

Tal maéximo (el punto donde ocurre) se tendra
cuando sea minimo el radicando de la expresion gue

da .

Radicando = [1 - (We/Wa)212 + 452« (We/Wn)?
Derivando respecto a we & igualando a cero:
dR/dWwe = 0 = 2+[1 - (We/Wr)2]- {20/ Wa) +

+ 462 « (ZWe/Wn2) = [1 = (We2/Wa2)] + 262 = 0O

{(frecuencia de resonancia we)

Como se ve, la frecuencia de excitacidn en la gue
se produce la maxima amplitud, es también una
caracteristica propia del sistema.

Fara valores de ¢ peguefo practicamente coincide
con la frecuencia natural. Sin embargo, no es
igual a we Ni a Wa.

Fara este wvalor de la frecuencia de excitacidn

(We-)yw 1 valor de la amplitud es:
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FolK
x-ll =
4t Woed 1T - 262 2
[1 = Liwa/wa)d 1 - 2§zzz} + {2@--------]
L
Fo/K
x TV
e« 1 — g2

El factor de amplificacidn dinamica serd; en este

Caso:

F-Q.D- = x(“uujxgkt = 1/(2‘:‘:"'\! I - '5"‘ )

En esta zona en qQue we ¥ Wn, €l angulo de desfase
vale aproximadamente w/2, para cualquier valor del
amortiguamiento.

5610 para we = Wa, 8 = w/2.

C.— Zona en gue We % Wae
Al tender we a infinito, ® tiende a cero.
En efecto, cuando la frecuencia de excitacidon es
muy grande el sistema amortiguado no puede seguir
las variaciones de F{t), tendiendo a oscilar cada
vezr con menor amplitud.
En esta zona, el angulo de desfase tiende a 1807,
haciéndolo mas rapidamente cuanto menor sea c.
Fara c = 0, § pasa de cero a 180?% bruscamente,

como vimos en el punto anterior.
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NOTA: Lo expuesto en la nota anterior puede verse mas

facilmente en forma grafica.

—_— .
CoWe=¥ La figura representa la

1
\, /.
n

<)

posicidn relativa de los

-]
cuatro vectores rotatorios
( % que definen la ecuacidon del
———ll .
mewgd =3 zistema:
LN =
mey + Ccey + Kext = ForSen wet

Siendo la solucidn permanente:
Hep = X «Sen {(wet + §)

El vector fuerza debido a la accidn del resorte sera
~ke2 . El debido al amortiguamiento serd ~crwe-X.
debido a la inercia serda —{(—wWe? -m-X).

Teniendo esto presente, las figuras representan las
posiciones relativas de estos vectores fuerza
{(también rotatorios) para un sistema con £ '=0,25,
excitado por una fuerza arménica de amplitud

constante Fo, para tres valores de I = We/Wa.

$<k

— .
KX —/F
SR 9
lo »
o WeX %
=05
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—Cuando we &5 pequeia, el angulo de desfase también
1o es ( segin se ve en las graficas de la pagina ..).
La fuerza exterior F se invierte casi en su totalidad
en vencer la accion del resorte. El1 valor de la
amplitud X es grande y las fuerzas de inercia son
pequenas.

Cuando we = Wh, €1 angulo de desfase es de 20?. En
este momento se alcanza el maximo valor de la
amplitud.

La Ffuerza de la inercia es contrarrestada por la
accién del resorte, mientras que la fuerza exterior
s emplea en vencer el amortiguamiento.

Cuando we es grande, la fuerza exterior se invierte
principalmente en vencer la accidn de la inercia. EIl

valor de la amplitud de la oscilacién es pequefo.

NOTA:

El conocimiento del F.A.D. nos permite, en sistemas
de este tipo, evaluar la relacién de amortiguamiento
5 (y con ello, el amortiguamiento del sistema
vibrante, va gue § = c/ce = C/(2MeWn) => C = §+2MWa)
usando un método experimental.

En efecto, sea una curva cualguiera de la familia

{para peguefio amortiguamiento) como la de la figura.
b4 1 Sea w.~ la frecuencia para

el pico de resonancia,
* e €, (pegqueno)

que da la max ima amplitud
. xmauc-

| Sea X, el desplazamiento

Wi W We para una frecuencia w,
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Si sSuponemns Que la cuwrva es aproximadamente

simétrica, podemos poner:

We = Wy = Dw/z
Segun la expresidon gue da el valor de X,
Fa/k

., o= 1 siendo ' = Wi/ /Wa
ST - r2)2 + (26-1)2

We & W

Fo/m=wn2
>

NT1T = (W = BDW/2VE/Wa? 12+ 452 « (W = LDW/2)2/Wn?

Fo/mswe.2
W, o®

AW/ Wa)E + 452
For otra parte,
Humarn/ K aene = 1/7(26.L 1 = 5% ) © 1/2¢ (para § pequefos)

luego:

Faos (KemswWai)

2

T

Dividiendo ambos valores:

4 AW/ Wa)2 + 452

2

T

Operando, se obtiene:
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Ahora, si se toma w, de manera gue:

i

il

]

w
P
[
1

b

x;, (JE/E)'K«\&N

se obtiene:

E = AW/ 20n = (W — W) /W

For tanto, midiendo experimentalmente el valor de wn
(valor de la frecuencia de excitacidén aproximadamente
igual al que produce la resonancia del sistemal, Yy
luego tomando otro valor de la frecuencia de

excitacidn w, tal gque produzca una amplitud:

By o= (d2/2) B e
se puede hallar por 1la expresion anterior el
coeficiente de amortiguamiento del sistema.
(Recudrdese que el método es wvalido sdlo para
sistemas con amortiguamiento débil)
{Este método se conoce también como el "meétodo del

ancho de banda”)
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5-1-2.-METODO DE LA IMFEDANCIA MECAMICA

—Ezte método se basa en la representacidon compleja de las
funciones armdnicas.

Segin esto, la ecusacidn del sistema.

Moy + Ce¥ 4+ Kax = Fo:Sen wet
Cuyva solucidn permanente es del tipo:
M = ¥ «Ben {(wst + §)
pusde sscribirse en la forma:
Mev 4+ Cox 4 Kox = Lo {Feet-west] £13
cuya solucidn permanente es del tipo:
Mo = Im (X @b wem-e} £21

~

siendo F y ¥ los correspondientes fasores de F{(t) y xgp(t)
respectivamente.

Ee decir:

Como sabemos:

= Im L% eicwgeet "weet) £33

.
=

Mg = T €3 o (iowe)2a-ptowe el £41
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Sustituyvendo [231, [31 v [41 en [11, tendrémos:
T {SE-m-(i-wE)z-ei-w--t} + T {5{.:.(i.wz)z.et-w--t} +

T {;'E'K-E’-'W"t} = I {F-E"'W“"t}

Operandos
(~mewe? + lecowe + K)-% = F [57
De donde:
M o= F/ (K + i-Cowe ~ Mewed) [63
Como ¥ = W e.pdt-®, puede obtenerse:
X = |X| = Fo/dTEm wg?)Z + (C-wa)? £71
§ = tag=? {cewg) /(K — m-we?) [8]
NDTA; Haciendo las transformaciones:
c/m = 25wy 5§ KE/im = Wn? 3 We/Wa = 5 Fo/K = Kewe

guedan las expresiones ya conocidas:

W/ awae = 1/ (1 = F2)2 + (25.1)2

&= tag—[2€.r/(1 - r2)1

~lLa respuesta permanente del sistema vendra dada por:
Hp = I {Kopl-we-t) = [, {X.gil.pl -we-t} =

Im {x i v (we~-t +37

He = [Fof/d (K — mwgi)d + (Cewg)2l-Sen (weg-t + §)
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NOTA: Se denomina funcidn de transferencia de un sistema
mecanico, a la funcidén que liga el parametro de
entrada (excitacién) con el pardmetro de salida

(respuesta)l.

Sistema
Entrada ' Salida
> (funcidon de }
(Excitacidn) {Respuesta)
transferencia)l

En el sistema masa-resorte—-amortiguador gue estamos

analizando, de ecuacidn:

mex + Co¥ % Fex = F(L)

F{t) =13 la excitacidn, Y  ¥pg la respuesta
(permanente).

En consecuencia:

Uplt) = F(t)« Funcidn de transferencia.
Hp () /F(t) = Funcidn de transferencia
Sustituyendo:
Ime (X sot ooy £ 1
Tor (Frogt-weeey  F T Tk - We2 M) + isWeeC

Como se ve, es este caso, la funcidn de transferencia
s wna funcidn compleja de we, la cual caracteriza

univocamente al sistema.
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Tal Ffuncidn de transferencia puede calcularse a
partir de la medidade M, Fes vy & 0o en otras
palabras, del conccimiento de la respuesta permanente

vp del sistema para una excitacidn dada.
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5-2.~VIEBRACIONES CAUSADAS FOR MOVIMIENTOS FERIODICOS CUALGUIERA

-En muchos casos los cuerpos estan solicitados por fuerzas, o
desplazamientos de 1a base, de tipo peridédico, pero no
armonico, como por ejemplo el movimiento periddico de 1la

figura, de periodo T, que representa la variacidn de F(t)

S

________ T e

£ t

Como sabemos, mediante el desarrollo en serie de Fourier,
cualguier movimiento periddico puede descompongrse en wna suma
de movimientos armdnicos, con tanta exactitud como se desee
{(segiin el n? de términos del desarrollo en serie gue sean
despreciados).

Como se recordaria:.

axy

F(t) = Fo + '[AJ'CDS (Zwi/T)t + By-Sen (EHJIT)t}
1

g

Donde:

-
Feo = 1/T-[ F(t)-dt

o
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As

-
2/T-f Fi{t)Cos (Zmj/T)t-dt

[~

-
B = 2/T-J Fi{t)Sen (2nj/T)t-dt

[~

NOTA: Lo mismo podria hacerse =i lo que se da es el movimiento

de la base y(t).

~En sistemas lineales, que son los gue estamos tratando, se
puede aplicar el principio de superposicién, obteniendo 1la
vibracion total como la suma de la producida por todos y cada
uno de los términos de la serie (que no sean despreciados).

Ma¥ + Cco¥ + Kex = Fgo

me¥ + Ccex + Koy = A;+Cos (2ri/T)t

Mme¥ + Cex + Fkox

EBiy«Sen (Z2ni/Tit

-Dejando de lado la respuesta en el régimen transitorio, la
aplicacidn de esta serie de fuerzas de excitacidn, de periodos
comp se ve diferentes, a un sistema vibrante con K y ¢, dara

lugar a un movimiento permanente del tipo:

17K

+
He3s

K =1 T =T3E)Z + (ZE-T 402

-[QJ-CDS C(2ui/T)t + 8453 + By-Sen [(Zwi/T)t + QJJ]



En donde:

110

Fry = (Z203/T)/ W

§4 = tag™?
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5-3-1.-VIBRACIONES EXCITADAS FOR FUNCIONES ELEMENTALES:

INTRODUCCION

—Existe un caso interesante de vibraciones gue se refiere a
aguellas que se producen como respuesta a una fuerza no
periddica, como puede ser el caso de un golpe, una explosidn,
un cortocircuito. etc.

~En este tipo de vibraciones, el periodo transitorio adquiere
excepcional importancia.

-Aunque el estudio del régimen transitorio producido por
fuerzas que no tienen uwna expresién analitica exacta es
bastante compleijo, en gran ndmero de casos puede hacerse una
simplificacidon, aproximando la fuerza mediante una serie de
funciones simples, como pueden ser las funciones rampa,
escaldén, impulso, exponencial, etc.

(Por ejemplo una explosidn puede asemejarse a una suma de dos
exponenciales).

En el caso de que esta aproximacion simple no sea adecuada,
puede procederse a la combinacidn de funciones simples en fase
o desfasadas, con lo cual se puede simular cualguier funcidn
real.por complicada que parezca, vy estudiar la respuesta a la

misSma.
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5-3-2.-FUNCION ESCALON

Fit)

Fo

, ﬁgti

to

8i al sistema de 1 grado de libertad de 1a figuwra

le

aplica, subitamente, una fuerza constante Fo, el sistema, en

régimen permanente tenderd a una posicidn Fo/K.

Fero duwante del periodo transitorio estara sometido

vibracidn alrededor de este valor, gue vamos a analizar.

L.a ecuacion del movimiento sera:

Moy 4+ Cox + Koy = Fgqo

Cuva solucidn es:

¥it) = peter/2mrt . (F.Cos Wa*t + G-5en wa+t) + Fo/k

lL.Las constantes E vy G se determinaran en funcion de

condiciones iniciales:

¥ = Mo
t = c’ t ] -
M= Mg
Derivando [11:
Mit) = (—=c/2m)epié~ers2m> . (E«CoE Wu*t + G-Sen wgt) +

+ pl=rs2mr . (—pwyESen Wy 't + WaGCos Wart)

una

L1l

£21

las

. -



Sustituyendo, queda:

o = E + Fo/K ==> E = ¥o — Fo/K

- v . [ [ Fo 1
e = (=C/2m) +E + wg+6 == G = [Ho + M - . ]'

lL.uego la expresidn [21 queda:

= C C FA:; i
3 (t) = E<—=/2m>t. [MD 4 ]-

Fo
+ {%a - ]-Dns watl + Fo/K
K

Reordenando los términos, reparando aguellos en que aparecen

las condiciones iniciales %o Yy %o queda:

i . c
wit) = peéer/@3m>t. lu,COs Walt + -Em, + -xa}-Sen wat] -
West 2Zm
Fo i C Feo
- @treram c, «Cos wat + . » Sen wat] + Fo/K

K Wey 2m K
L33
Como se ve, esta expresién consta de tres sumandos:
—El primero es funcidn de las condiciones iniciales, vy su
expresion es la debida a una vibracidn libre producida por

las condiciones iniciales %o ¥ ¥e, de tipo transitorio.

-El segundo término es el movimiento transitorio de respuesta

a la funcidn aplicada Fo. cuando las condiciones iniciales

son _nulas.

-El1 tercero es la respuesta en el régimen permanente.

(\/
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NOTA: Lo anterior significa también gque 1la respuesta de un
sistema lineal a una situacidn cualguiera, vy CoOn  unNas
condiciones dadas ¥o VY ;° s puede estudiar como la
superposicidén de una respuesta libre a tales condiciones

iniciales, mds la respuesta del sistema a la excitacion,

con condiciones iniciales nulas.

-En el caso de la aplicacidén de una funcidén escaldn, cuando

£ = 0 ¥p = ¥p = 0O, tendremos:

#lt) = (Fo/ /) {1-Cos wat)

Feo/k

Como se ve, l1a respuesta del sistema‘es senoidal, con una
amplitud doble de 1la correspondiente al desplazamiento
estatico.

(Lo cual da idea de la gravedad de aplicacidén de este tipo de

cargas, sobre estructuras o miembros dimensionados solamente

para resistir el esfuerzo Fo/E)
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5-3-3. ~-FUNCION RAMPA

Ft) F{t)= N-t

Boc
%———~z»3w——— m I::::::%t)

-8i al sistema de | gradeo de libertad de la figura se le
aplica 1a fuerza constantemente creciente F(t) = N-t
(N = cte.), su respuesta serid la siguiente:

Ecuacién del movimiento:
mey 4+ Ty + Kox = Not £11l

Uzando uwna solucidén particular del tipo:

wi{t) = RT + & £21
w({t) = R
#{t) = 0O

Sustituyendo en {11

ceR + K«{R-t + 8) = N-t

Igualando los términos en t y los términos independientes:

KeR = N === R = N/K

c*R + K«8 = 0 ===} 8 = —c-N/k2

l.uego la respuesta completa sera:

N - cN
¥{t) = gptrers2m> . (E-Cos wa 't + B+8Sen wa-t) + [———-t - ]
K k2

[X]
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Determinando E v G, en funcidn de las condiciones iniciales:

¥ = ¥o
t =0 - .
M = ¥Ma
» C
wit) =- spimes2m? L (EaCOs Wart + GeSen wast) +
2m

4+ pt-ersZmrt . {~FEowgsSen Wa*t + EcwgCos wy+t) + N/K

Sustituyvendo y operando gueda:

E = ue + (C-N)/K

i . C cZaN N
G = '[Hr_) + "M + - :’
Wy 2m 2mekz ke

Con lo cual queda finalmente (agrupando los términos que

contienen las condiciones iniciales):

i . c
Mit) = pi~sr@2mr e, jusCpns Wyt + -[xo + -xo]-SEn wWat] +
Weg 2m

+ E(—c/Zm)t.

Cos wat +

cN i [ c? N N

gque como vemos, también con tres sumandos:
-El primero, correspondiente al sistema libre, respondiendo a
las condiciones iniciales e v ¥e (régimen transitorio).

~-El  segundo, correspondiente al sistema forzado, bajo

condiciones iniciales nulas (régimen transitoriol.
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-El tercero, el término correspondiente al

permanente.

NOTA: Comp =e ve, los mismos términos gue el caso anterior.

-En el caso particular en que:

C = Hao = dHa = 0O
Tendrémos:
N M
wi{t) = - ———SEn Wat + ——et
We, = K K
N
ML) B v { WLt~ Sen Wt
K v W

La representacidén griafica es la de la figura:

F{t)

réqgimen
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—— h
Fit)

F(t) = F‘:,-E—'a't (a CtE.)

mey 4+ Ccaxw 4+ Koy = Fm'e—a't

Ensayando la solucién particular:
#¥({t) = Rep—®-t
;(t) = —~Re.pep—R-%
;}t) = RenZ.p—R-t

Sustituvendo:

(Mmea2 — Csa + K)«Rep=2+t = Fo.p-2-¢t

Fo

meaZ - gea + kK
La solucidn general serd:
i{t) = pit e/ @me. (E.C08 Wa*t + GeSen wg-t) +

Fo
+ -E"‘a-t

maz — ¢crsa + K
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Fara las condiciones iniciales:

r

il

o

s X
il

. %
Q

S
]

%

Q

Calcularemos E v G, pudiendo escribir:

i - C

Hi{t) = gt r2mrt.luLCos wat + -[Mo + -xo]-Sen Wat] -
Wes 2m

a —(c/2m) Fo
- ptres2mr L 1008 Waet ~ —ns5en Wat |- +
W mea2 — c=a + K
Fo
ot .e"‘a'ﬁ
meaz - ce.a + K

NOTA: Como se ve, los mismos tres términos de antes.

~-En el caso de amortiguamiento y condiciones iniciales

nul as:

la ecuacidn sera:

Fm ) =}
#it) = {~C08 Wt +
m=az + kK Wea

~Sen wat + g—2-€)
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Segun sea el valor de a, se pueden dar tres casos:

ala=- a —> 0
La exponencial decae lentamente, vy la respuesta se

parece a la de la funcidn escaldn:

« {1 ~ Cos wat)

b).— a

> @

l.La exponencial decae casi instantaneamente. El1 impulso
que recibe la masa, bajo la accidén de esta fuerza,
Fet > 0 (A4rea bajo la curva casi nulald.

Si el impulso es casi cero, tampoco comunicara

velocidad a 1a masa:s

Con 1o cual el sistema permanecerad practicamente en la

misma situacidn gue antes de aplicarle la fuerza.

).~ En el caso intermedio, con un valor finito de a, el
sistema oscila con unos valores maximos decrecientes,

como se ve en la figura:s

t




Se alcanza el régimen permanente cuando e ®-¢ > 0.
uit) = 0 eg el valor medio de % en ese régimen.
El movimiento es la superposicidn de un arménico v otro
exponencial ..

Fo a3 FD

) = s ([0 Wyt # 80D Wpt) ¢ e g7t
peat + X Wa g3 + K
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5-3-5.-FUNCION DIFERENCIA DE IMPULSO RECTANGULAR (ESCALON) MENOS

EXFONENCIAL. DECRECIENTE. -

~Como se ve claramente en la figura, la diferencia es una

exponencial creiente:

Fa(t) Fz(t) Ft)
Fe (::::::::::: ;:::::::::::
| t t t
Filt) = Foee—2-¢
F=(t) = Fao
F(t) = Falt) - Fa(t) = Foll — e~2-%)
F{t) = Fo(l - g=23-%) £13

NOTA: Esta es wna funcidn tipica de 1la wvariacidn de
temperatura gque se produce en  un cuerpo al
introducirlo en un bafo caliente. Mediante ella se
puede estudiar la respuesta a esfuerzos térmicos por

calentamiento repentino.

~En el caso de sistemas lineales, puede aplicarse el
principio de superposicién, considerando la respuesta del
sistema como la diferencia de las respuestas a las funciones
Fi v Fz, por separado. En cada una de ellas, considerando
sus dos términos: wno correspondiente a las condiciones
iniciales nulas, vy el otro, al correspondiente a las

condiciones iniciales ¥es: ¥eo. Como es légico, la diferencia
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habrd de tener dos términos: uno debido a las condiciones
iniciales o Yy Mo. v otro debido a la excitacion, en
condiciones iniciales nulas.

En consecuencia, teniendo en cuenta los valores anteriores,

la respuesta total seréa:s

i " c
wit) = g~ /m € lu  COS Wat + ———-[:o + ———-xo]-Sen Wat|] -
Wet 2m
Fe i C Fo
- plTEs/Emr - Cos wat + . - «Sen wat] +
k. Wa 2m K
Fo
“+ +
K
c
a ——
Fl:' Zm
+ gptT=ra2mr & » [Cos wgt - ——————Sen wgt| -
mead -~ cea + K Wes
Fo- g~ &t
mra2 — cea + K
En el caso en que © = ¥p = ¥p = O
Fo Fo ] ]
%{t) = s} ~ D5 Wat) # ———eee—eeee |05 Wt - —oSED Wot - £t
K a-at + K - i
at at
Fo Wa Fo o Fo pre-t
¥t) = = v (05 Wot -~ ——r—————<Fen Wt + — ¢
K al K at K at
1+ i+ — 1+
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Cuva representacidn grafica es la de la figura:

Fa/k
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~.Combinacién de dos funciones exponenciales.-—

r+

Failt) Fa{t) Ft)
Foo fN—————m————— e g n
— \ T—;e'bt = o (e'a'f &*)
+ 1d
Fy(t) = Fo'E‘?'t
Fai{t) = Forg~b-*
F= Fi1 - Fa = Fele~®-t - g-b-e)

Aplicando el principio de superposicidn, considerando la
respuesta l1a debida a unas condiciones iniciales Yo, Yo, mas
la debida a la diferencia entre las respuestas a las dos
excitaciones Fi, y Fe, tendremos:
1 . c
#i{t) = pit—e/2m ~Elu-Cos Wat + —u--[xa + ——~-xo}-Sen Wat] -
Wet 2m ’
€ i
a -
Fo m
+ gimes2mr e « |Cos wat - =5en wat| +
mea2 — c-a + K Wes
e
Fo
-+ .E'—a-t
meaz — ce.a + K
C
b ——
FC) v [1)]
4+ pi—sr2m2 e « ICos wWgt -~ Sen wat -
meb2 — c-b + K Wey
Fea
oo .E—b't

m=b2 - ceb + K
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Fara 2] caso en que © = ¥o = Mo = O
Fo =
wit) = -[ Sen wat - Cos wat + e—--t] -
mea2 + K Wy
Fo b
+ -[ «Sen wat - Cos wat + e*b‘*]
m=b2 + K Wen '



-.Funciones sucesivas.-—

~En los casos en que la funcidn fuerza (real) actuante f{(en
un periodo transitorio) no se pueda aproximar a base de
SUMas o diferencias de funciones simples gue actuaen
simul tAneamente, como son  los casos vistos haste ahora,
puesde realizarse una aproximacion mayor tomando las
funciones simples a sumar con un cierto desfase entre si.
-En estos casos no puede aplicarse el 'principio de
superposicidén, tal como haciamos antes. Lo gue se hace es
calcular la respuesta a la primera funcidn. Luego los
valores de esta respuesta en el instante en gue se aplica la
sequnda funcidn se toman como condiciones iniciales para el
calculo de la respuesta de esta sequnda, ¥ asi
sucesivamente.

~Las figuras representan algunos casos:

Fa Fa F
(a) e =
t t t
tg ta
F:, |5:'2 F
Fol|-——p——————v ———m
(h) + =
teo te 2ts
Fa Fa
Fm SETm g e e — Fo
(c) +
t t t
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For ejemplo, en el caso (¢) se calcula la respuesta a la

funcién F.(t), hasta el instante t = to3 (D s@Ra, Yolts) vy
Halta) ).

Estos valores de dHe(ts) Vv dolte?) se toman como condiciones
iniciales para el cdlculo de la respuesta a F={t), respuesta

que se producira a partir de t = teo.
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S5-3-6.-RESPUESTA DE UN SISTEMA A LINA FUNCION IMPLLSO

-lna fuerza impulsiva es aguella que teniendo una magnitud
F. actia en un tiempo muy corto At.
Como sabemos, el impulso de la fuerza hace variar la

cantidad de movimiento del sistema.

FeAt = Mmoo — Moy

giendo ¥ ¥ ¥1 las velocidades respectivas de la masa m, &
la cual se aplicd el impulso, después vy antes de este.

Llamando I a la magnitud de impulso,

1 =F-AOt

podemos escribir en términos generales:
t+Zat
I = I F-dt

Se define el impulso unidad por la expresion:

]
]

e+t
i= Lim f F.dt Fsdt 1

Dl

(segin esto, el impulso unidad es el producido por una
fuerza cuyo médulo tiende a infinito, durante un tiempo que

tiende a cero. Su producto es la unidad)



~Teniendo lo anterior en cuenta, vamos a calcular 1la

respuesta del sistema de la figura (suponiendo que esta

subamortiguado) a la funcidn impulso unidad, en t = 0
ot 3 {12 ) F(t)
SU—— {
K F
AAN F.dt = 1
D& m
t

dt

La ecuacion del sistema sera:

me¥ + C«% + Kex = Fadt

Como la duracidn de la aplicacidn de la fuerza tienda =a
Cero, el sistema vibrard como libre, a@n cuando las
condiciones iniciales se veridn modificadas por el impulso
aplicado.

En efecto, si ko = ;o = 0 antes del impulso, el impulso en
t = 0 producird un cambio de velocidad dado por:

Fedt =i =1 = mey=(t = 0%) — m=y-(t = 0-)
(Biendo t = 0* el tiempo al final del impulso vy t = 0~ el
tiempo al inicio del mismo)
1 -

Entonces, 1 = mex === %o = — siendo %s la velocidad al
m

del impulso, o la que es igual, la velocidad inicial del
sistema considerado libre. Como por otra parte un impulso

- produce un cambio en la wvelocidad, pero sin cambio
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apreciable en el desplazamiento, por ser el tiempo
corto. Tendremos finalmente como condiciones iniciales

sicetema libre:

¥ = Mg = 0
t = c’* - »
¥ = ¥ = 1/m

Comp 1a solucidn del sistema libre era del tipo:

e Co¥He
#(t) = ge¢rer2mre v Cos wWat + [ + }-Sen Wat
Wey 2me g

Sustituyendo estas condiciones iniciales, gueda:’
®{t) = gt e/2m> . ({/Mewa) SN Wat

e comd se ve es una senoide amortiguada.

La respuesta al impulso unidad se le conoce por h(t)

1 plars2imr

hi{t) = . «Sen wgt
m W

muy

del
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-Si el impulsc no es uwnitario, sino de magnitud I, 1la
respuesta vendri dada en funcidén de las nuevas condiciones

iniciales:

® = Ry = 0

t = 0..- t ] »
¥ = ¥g = I/m
Con lo cual:
I E(—:/Em)t
w{t) = . «85en wat
11} Wet

Es decir, la respuesta a un impulso I cualguiera puede

ponerse en funcidn de la respuesta al impulsc unidad.

wit) = I-h{t)

NOTA: 81 en el momento de aplicar el impulso I el sistema

tuviera unas condiciones iniciales Xe VY Heo-y, 1a

respupsta seria:

l . Ce¥p- I e(‘clzﬂ,t
wit) = pi-e/2m-tiy,.Co5 wat ¢ ——--[;o- + ]-Sen Wal] ¢ —s—————e8ap Hat
Wa y{ ] ] ¥a

En donde el primer sumando representa la respuesta del
-

sistema libre bajo las condiciones iniciales
anteriores al impulso, vy el segundo la respuesta al

impulso con condiciones iniciales nulas.




[
o
il

NOTA: S8i el impulso de médulo I es aplicado en un  tiempo

t = r cualguieras:s

Ft) w(t)

b r—t At A R u, -

lLa respuesta al cabo de cierto tiempo t, contado
también a partir del origen de tiempos, puede

expresarses

wi{t) = I-h(t - )

siendo:
1 E(—"l:/:-'."m’-(t -2
hit - r) = . +Sen [wa~(t - M1
m Wet
En donde como se ve se ha reemplazado t por t - r, gue

es el tiempo medido a partir de 1la aplicacidén del

impulso.




MNOTA: En la figura se representa la respuesta de un sistema
a un impulso unidad, en t = O, %o = % = 0O, sin

amortiguamiento.

w{t)

1/mewe




S-4.-RESFUESTA A UNA FUNCION CUALGOUIERA. INTEGRAL DE DUHAMEL O DE

CONVOLLCTON

-Sea F({t) la Ffuerza que actua sobre un sistema, Yy cuya

gréafica contra el tiempo se muestra en la figura.

F(t)}

F =)

AN

 — —————— - =T

-E=s evidente que la accidn de la fuerza F{t) durante el
tiempo t, es l1la misma gue la suma de la fuerzas F(r)
actuando en el tiempo Ar.

~Como el sistema al gue aplicamos esta fuerza (masa-resorte-—
amprtiguador) es lineal, podremos aplicar el principio de
superposicidon. De esta forma,; la respuesta del sistema a la
fuerza F(t), actuando durante un tiempo t, serd la suma de
las respuestas a los sucesivos impulsos F(r)-Ar.

—La respuesta al impulso j sera:

walt) = FAry) «Ars-hit - ry
La respuesta total serd la suma:

{t) = % FArg)eAryeh(t - 1y)
g3
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Haciendo tender Ar ---> 0, se tendra:
L
w(t) = J F(r)-h{t -~ r).dr
o
vy teniendo en cuenta el valor de h(t - ) gueda como

respuesta del sistema (en condiciones iniciales nulas)

i +
wit) ———--—-j Fir)-pt—es2m» & = rr.gen [wg(t ~ /) 1-dr

1= Wey )

La anterior integral se llama de "convolucidn” o de Duhamel.

EJEMFLO: Calcular la respuesta del sistema a 1la funcidn

escaldn F(t) = Fo

F(t)*
- Fe
K '————tFn 'l
AN\ m
:C.
-1
l-a ecuacidn de convolucidn es en este caso:
Fe t
®¥i{t) = . gitmer2m -t ~ M2 ugen [wg(t — M) 1«dr
meeg o

Fo (C/2n)<8en walt = T) + waeCos walt -~ £} 4F
x(t) = .{B(-clll)-(t - ry,
oWy {c/20)2 + Wyl r=0
Fo
%{t) = JLT=FF - pireszmtaCpg {uget - §)1

RT



Siendo § = tag~?* (§/ 1T = §2)

Fe i
Hit) = e =~ pleEr2mi b, LCos {wgt — §)

K 1 - g2
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6.~CALCLILO DE LA RESPUESTA FOR METODOS NMNUMERICOS

s El cdlculo de la respuesta de un sistema bajo una
fuerza F(t) no resulta nada sencillo, especialmente si
gesta fuerza F(t) no viene dada por una funcidn
analitica sencilla. En este caso, es preferible
recurrir a métodos numéricos, de los cuales vamos a '
ver dos:

a.~ Método de la diferencia central
b.—~ Método de Runge Kutta
Ambos permiten resolver la ecuacidén diferencial:

M o= Fi{xau,t)

Fara unas condiciones iniciales conocidas:

1 = x{(0)
e = 2 {0)
En el primer método la ecuacidn diferencial es

integrada sin cambio de forma.
En el segundo, se hace un arreglo antes de 1a
integracién, reduciéndola a dos ecuaciones de primer

orden:

= fix,y,t)

<
I
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a.-Método de l1a diferencia central

1.-8istema noc amortiguado

o= £ {x,t) [11 (F{t) es 1a f, aplicada)
e = M (Q)
My = ¥ A(0)

Aplicando la formula de Taylor

fi{x) = $(a) + (¥ - a)-F£"{(a) +
Y
/ {(x ~ a)z
H 1 (a+h) 4+ —fttR) 4+ .
f{adil h H 2t
1 L
‘ 'a Ix (¥ - aym
+ fri{a)
n!'

Siendo #» - a = h

2

f{x) = f(a) + h«f*"(a) + sFf77{a) + suaa

21

para los valores Misa. ¥ ¥i-1,. referentes al valor

central x,

- hz " =
» Mygag = M3 + hoMyg + sy +ous
2
- hz - n
{ Mg = X3 = hedy + "Ma e aan
2
donde h = At
Comp es 1légico, podemos ighorar los términos

superiores a h? (o sea, incrementos de tiempo At®,

etc.)
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L ] 1
Restando: Uy T et (Mg g = Mg —q) £23
20t
- »n 1
Sumando: Mg T et (Mg ey — 2Mg +F Hgpaz) L33
(At)2

Sustituvendo [3] en [11 vy reordenando:

Hywzg = 2y — Hgeas + (At)z'f(}(’_,t’_) £41

o
i3]

dibiendo ser i

(Ezsta es la llamada "formula de recurrencia”, vy
permite hallar Hi+1s CONOCidas MyMi—2 ¥ Fixe, ta)d.

Mgy = Mg = Mp—g + Atz'}it
Como se observa, si hacemos i = 2, la formula nos
da M=, pero necesitamos conocer Y. Fara iniciar

el céaculo se necesita, pues, otra ecuacion para Xaz.

Tal puede ser la ecuacidns

. . Aty L.
Myawzr = %y + Aty + iy
2
. JAN SF-
Mo = Mat+ ADtbeyy + ——————aF(xy, ta) [s1
2
Entonces ya se pueden hallar P Haguon

correspondientes a t=, taes, ts; .-
Fara tomar el valor At que dé minimos errores,

puede hacerse

At 2 T/O T = periodo natural = 2n-f m/E

L
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2.-Condiciones iniciales cero

Si X1 = X1 = ¥y =0 y F{O) = 0 ,
los c4dlculos, evidentemente, no pueden iniciarse.
Fara evitarlo, podemos suponer gque la aceleracidn,
en el primer intervalo de tiempo Dti, varia

O hasta xz), en la forma:

linealmente {(entre %.

ot

®
]

Integrando: % = o-t2/2 ¥ = etF/6

Como en la primera ecuacion t = /\t
resultas
" At a» : (At)z 2 »
Mo = "~ Y Hp = ¥
2 1)
sustituyendo estos wvalores en . = £ (x,t), con

t= = At, nos permite hallar %= y xX=

F.-Sistema amortiguado

En este caso, la formula de recurrencia sera:

13
b

Hyws = 2Hy — My—a + (ADAEI2F (g, %, ta) i

En primer lugar, hallamos %= por la e)xpresidn:

. (Atyz ..
Mo = Mg + Mo At 4 ey, =
: 2
&tz -

My + K;'At +

"f(}{:_g Hia t;)
2
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El valor de xxz se halla de [5]

(At)Y2 L.

Mo = ¥4 + }(z'At + ———-"-——""f‘(}fz_q Hoaa ta)
2

Con estos resultados puede calcularse x= con la
formula de recurrencia anterior. De igual forma se

continuarian hallando %ax: ¥msg «ss

b.-Mé¢todo de Runge kutta

Sistemas amortiguados y excitados

mex + Cex + Keuw = Fi{t)

El sistema se puede transformar en:
- = 1 - -
¢ = -~-[%(t) - Key = c-x] = £, #, t)
m
Haciendeo » = vy, la ecuacidn anterior equivale al

sistema:

¥ =y
Y fFix, v, t)

Si tanto % como v son funciones continuas, ambas se
pueden desarrollar en serie de Taylor {para

intervalos de tiempo /\{)

, dx d2 % Atz
HO= My + [ ] At + [ ] . + teas
dt 4, dtz 4, 2

dy dzy FAY 3 _
y=y1+[ ]At+[ ] + v
dt 4, dt2 1 2
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Despreciando los valores de Atz, vy siguientes vy
reemplazando las primeras derivadas en i por la

pendiente media del intervalo:

dx
}f=}(1+[ ] 'At
dt

1 Commcidl a?

- At

dy
oo [
dt 2 Conmciioan?

Teniendo en cuenta la regla de Simpson, la pendiente

media en el intervalo /\t seri:

dy i dy dy dy
S PO itend | v FOR AL s IO o
gdtd g cmedimr & dtd e, gtdei+nerz dt

El método de Runge-Kutta descompone el término

i+t

central de la expresidn anterior en dos términos, vy
cdlcula cuatro valores de t, v, ¥ v f por cada

punto i, como sigue:

L] as

t v ] y =3 §= y=3
Te= ti 1 = % Yi=yn Fi = #{T4; %1y Vil
Ot Ot At
Te=ti ¢+ — [ Xa=9, ¢ y;."— Ye= y: + Fyroom | F2 = f"z, %2y Yz)
2 2 2
Ot At At
Ts=ti ¢t — | X3 =¥ “'Yz'-— YS =y ¢ Fao— | F5 = '“TS; L1 T YS’
2 2 2
Tazty ¢ At fa=uy *%'At Yaz= y: # Fs'At Fa = ${Tay %a5 V)
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Estas expresiones se emplean luego en las siguientes

dos funciones de recurrencia:

Magea = Kz +

Yiaes = Vs +

en donde e 8 [N
&

pendiente media

At
"—"—'[F1 + 2F2 + 2F3
&

+

2Y2 + sz + Yq] Cal

2F2 + 2F<x + Fal (b1

2Y2 + 2ZY¥x + Yal representan 1la

dxsdt, ' similarmente,

dy
Fal, la pendiente media

dt

De igual forma s hallardn X=. Ya «a..
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AFLICACIONES PRACTICAS DE VIBRACIONES DE SISTEMAS CON 1 GDL

1.~ Siztemas masa-resorte

-

]

Vibraciones excitadas por rotores desequilibrados

Vibraciones excitadas por maguinas alternativas

Vibraciones producidas por movimientos de la base

1-3~1.~ Caso general

1-3=-2.~ Vibraciones en automdviles

Vibraciones excitadas en sistemas con

amortiguada

Tranemisibilidad de las vibraciones sobre
fijos

Generalidades <obre los instrumentos para la
de las vibraciones

Alislamiento de las vibraciones

Sistemas de torsidn

2—1.'—'

2-2.~

— -
2 S

Vibraciones de torsidn en ejes

rigidez

soportes

medida

Calcule del momento polar de inercia de un cuerpo

Amortiguadores de torsidn

Sistemas de flexidn

-~
- e T

Vibraciones de flexidn en vigas
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1.~ SISTEMAS MASA~RESORTE

1-1.~ VIEBRACIONES CAUSADAS FOR _ROTORES DESEGUEL IBRADOS

En maquinas rotatorias (con elementos rotatorios) se
presenta frecuentemente este tipo de vibracidén, originado
por el desequilibrado dindmico de tales masas. ( Cuando

el c.d.g. no coincide con el centro de giro ).

Supongamos gQue sea m masa

total del sistema v me 1a masa

del rotor desequilibrado, que

gira Ccon We.

Sea - 21 desplazamiento del
c.d.g. respectn'del eje de giro.

l.a fuerza debida a la inercia tendra por expresion:
Fi = Morwe? rgg gt "wet

donde 1la parte real de este vector rotatorio puede
representar las fuerzas horizontales.

l.as fuerzas verticales, dado gue el sistema tiene un solo
grado de libertad, no habra que considerarlas.

En consecuencia, la ecuacidn del movimiento del sistema de
masa m, sometido a la fuerza excitadores Fi, sera, como

hemos visto:
me¥ + Coy + Keu = Rg {#Q'WEZ'Et'W.'t}

Evpresion en la gue sélo habrd gue considerar la parte real
del 29 miembro.
Como sabemos la solucidn de este ecuacidn diferencial cserd

la de la homogénea, mas una particular.
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Dejando de lado el periodo transitorin, que corresponde a
una vibracidén libre amortiguada de frecuencia wWa, el

movimiento permanente serd del tipo:

W (t) = x.ei Covmeo . + 3

siendo exactamente igual que el estudiado para vibraciones
forzada, por una fuerza armdnica F{t) = Mo We? -8a

Como se vid alli,

Fo/E

We 22 Wez
P - [ ] . [ze- ]

wn wf'l

Fa/k

2

S 01 - T1r2)2 + (ZE.)2

For 1o gue en nuestro caso sera:s

Mo Wel r@g

Ko (1 — T2)2 + (2€.1)2

también puede ponerse { w.2= K/m )

Mo * Wee? B

Mewen2 o (1 - r2)2 4+ (2€.1)2

Mo/ M 2 @y

41 - r2)e + (ZE.r)2
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de donde:

me = e
= L21
Me® B S {1 - r2yz o+ (25 -r)2
moe
El coeficiente adimensional ——m—— = F.D.A. s le llama
mn'Eg .

"factor de amplificacién”. Como se ve el 2 miembro es
gsimilar al de la Ecuacidén [10] del punto anterior, { salvo
el término rz2 ), el angulo x es idéntico al o, de 1la
Ecuacidn L1113 del mismo punto.

En consecuencia, las Ffiguras siguientes representan los

me
valores de ————— vy .
Moo
X | X £o
Mo Co it o —
i1
-2
& o ” . 4§ ()/E/w/h
i ! A .__.A!fvﬁ/w"f ) ¢ - ‘L
] Z
—~Como  se observa de la Ecuacidn [21 anterior, para unos

valores de i, ( We/Wn ) v %, ( £ ) dados, 1la amplitud del

movimiento depende de m: Me ¥ €o-
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Bz decir, para un valor de w, de la frecuencia natural del
sistema, para un valor weg de giro del rotor y para un valor
del amortiguamiento del sistema o, la relacidn de
amplificacién seri

me 3

F.D.A. =
Mo B

con 1o cual la amplitud del movimiento seria:

L P =P
> = F.D.A.» —m L3131

expresion gue indica gue para disminuir la amplitud de 1la
vibracion, ha de tenerse una relacidn grande entre la masa

del sistema vy la del rotor desequilibrado.

NOTA: Una turbina de 2 Tn de MASA, perfectamente
equilibrada, para una potencia de 500 Mw se instala
zobre una estructura de 13,5 m de altura, con una

losa de 40415%3 m equivalente a 4.500 Tn.

m= 4,500 Th 3§ me = 2 Tn




1-2.-VIBRACIONES CAUSADAS FOR MAGUINAS AL TERNATIVAS

Del estudio dindmico de mecanismos biela—-manibela-—corredera
( motores, compresor, etc. ), conocemos el valor de la

fuerza de inercia producida por

el pistdn, y los diferentes

métodos para "equilibrarla”.

En el caso de gue esto no se

\
N
consiga, la inercia del piston
o\ actuari como una fuerza
excitadora sobre todo el
7 3 .
- mecani smo, que hara gue este
,/O/ ‘ 0 vibre,
1777777777777/ N Ix |
( N 8i se supone que la vibracidn del
‘jé;rkl c k;:%; N conjunto  esta restringida @ al
s A
g N plano vertical, el sistema puede
Z, 7 Pyt T,

considerarse de 1 G6GDL, con un
desplazamiento %, como se ve en la figuwa, estindo sometido

a la fuerza de eMcitacidn {(inercia del pistdn).

la = Marwg? »r-Cos wet + Ma~(rz2/1) we? -Cos Z-wet

siendo we la velocidad de giro del ciglefal vy habiendose
despreciado los efectos de términos superiores a 2we (Cos
Jwe , etc.).

El término Mo we?-r-Cos wet se denomina fuerza de inercia
de primer orden, por variar a la misma frecuencia gue el
giro del motor. Al término Ma=(r2/l1) -wei«Cos Z2ruet se le
denomina fuerza de inercia de segundo orden. Ambas pueden

representarse como se ve en la figura.



N\
[N

wet

zW

M

A\
L

NOTA: Observese que si r/l1 es peguefio, aun lo serd mas
rz/l, por lo que la fuerza de inercia de 29 orden se
hace también pegueRa. En esfe casp el sitema se
comportaria igual gue el éasn anteriormente tratado
de rotor desequilibrado, siendo ahora la '"masa

desequilibrada" M,.

~En concreto estos mecanismos se comportan como sistemas de
1 6D, sometidos a una fuerza excitadora de tipo periodico
Yy cuya solucidn {(que vya ha sido wvista) se resuelve
utilizando el principio de superposicidn. La respuesta del

sistema serd, por tanto (solo el término permanente):
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MaowWed 1
(b)) = . Cos wet
K L1 = (We/Wa)212 + (2efciim/We)E
Masr2 swe? i
. «Cos Zwetl
1.k L1 - (Zwe/Wnl2l2 + (2e€2We/Wa)i

-Segun esto, el mecanismo tiene dos velocidades criticas de
giro {amplitudes maximas de resonancial.

l.a primera cuando wg = Wq = K/ Mearar

La segunda cuando 2we = Wn} €5 decir, cuando we = Wa/2, Que
comn e ve corresponde a una velocidad de giro igual a 1a
mitad de la frecuencia natural.

Tal aspecto ha de fenerse presente a la hora de elegir los
resortes de sustentacidén K. v Kz (0 1o que es igual, kK) vy

1a masa total M.
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1-3-1.~-VIBRACIONES CAUSADAS FOR EL MOVIMIENTO DE LA BASE. CASO

GENERAL .

Ezte es un tipo de vibracidn forzada gue se presenta con
relativa frecuencia, vy se produce, normalmente, sobre
equipos montados sobre sistemas en movimiento (automévil

sobre un camino rugoso, etc.)

T my cix—y)
K L o« v (1) ] Kix = y) ]

lx(t) Si ¥ &y === Ky

En la Figura ze ha supuesto un sistema compuesto por una
masa m, un resorte K y un amortiguador c.

Debido al movimiento y(t) de la base, 1a masa se desplaza
una cantidad x(t). En consecuencia, la situwacidn de
equilibrio es la representada en el diagrama de cuerpo
libre.

lLa ecuacidn de eguilibrio es:

mex + Cix — yv) + Ky — y) =0 £11
ya que no existe fuerza excitadora.

Rehaciendo la ecuacidén puede escribirse:s

MeX + Cex + Kot = Coy + Koy L21

NOTA: La ecuacidén anterior representa desplazamientos
absolutos de la masa.

8i se sustituye ¥ - yv por 2z, se obtiene una ecuacidn
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en funcidén de los desplazamientos relativos:

Ll - - " = - = LN
2= H -y F 2 =S M -y H zZ =% - ¥
Mez + oz + Fez = —Mmey [

Si suponemos el movimiento de la base de tipo arménico:
Fand ~r
Y = Wioegtiwert o W.pl-rwe-t (%" = YWeopl?)

la ecuacidn del movimiento de la masa gueda:

P~ ~~
Mmex 4+ Codt + Koy = Coaopmeispl wert 4 Koy ol owe-t

Mmey + CoM + Koy = ;?-E*'”"t(i'C-Wz + k) £L41

En esta ecuacidn, la solucidn general tendri, como siempre,
dos términos.
tUno corresponde a la seclucidn de la homogénea:

me¥ + Ccox + kKo

4

¢ = 0

.,

gue sabemos gue es un movimiento armdénico amortiguado y gue
da lugar &l periodo transitorio. [xe(t) 1.

El otro término corresponde a wna solucidn particular de 1a
ecuacidn, v gque da lugar al movimiento permanente [xp(t)l.
-Veamos, solamente, este estado permanente del movimiento.
Fara ello vamos a ensayar uwna solucidn particular del

tipo:

~
Heg = Ig-[X gt we-t]
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Im-CSE-i-wa-e*'W-'tJ

4 )
]

T

Derivando

o~
I [X sl vt "we-t]

® o
it

L]

Sustituyendo en [41:
-~ b ~
— e B e st cwmet  CaB i cgeet et ¢ Kol opl vt =
s~
= YWa.gt-rwect(j.c.apwg + K)

P~ ~
W A{~mewWEZ + ieCowe + K) = W (isCre + K)

Dividiendo por m:

O~ ~S

HWAl-wep? + i«e{c/m)iwg + K/m) = 2 liclc/m)rwg + (K/m)d
Como K/m = wa?2 y ©/m = 2§-Wn

W (mwm? + ZicWeefrWa * Wa2) = W (20 WS W + Wal)

Dividiendo por w.?2 vy llamando we/Wn = ¢
~ r~
Heal=r2 4+ 2ie8er 4+ 1) = W (2is5er + 1)

~ ~ 1 + c-(25+r)
o= .

(1 — r2) + i«(2¢-r)

(comp vemos, la amplitud X es un namero complejo)

Expresandolo en la forma:
X = |X|-et-=

tendriamos:

1+ (2g.r)2
| x| = o 11
I —raryz ¥ (2€.r)2




_Ep‘;‘ -
o = tag—? [21
(1 -~ r2) + (28.r)2

NOTA: Recuérdese gue:s

a + bi 4 az + b2
o= === 'rl =
c + di cd + d2
a + bi {(a + bid~(c ~ di) ac + bd bc—-ad
- = + i'-—"'—————"——'—"
c + di (c + di)«(c - di) c2 + dz2 ce + dz2
(1 —r2) + (25.-r)2 —2E .=
= = Ul A . O -y
(1 —rFr2)2 + (Z5.r)2 (1 —r2)2 4+ (25.r)2

Teniendo en cuenta lo anterior, la solucidn particular gue
representa el movimiento de la masa (movimiento permanente)

puede escribirse:
-] -

u = ’i.e’..-«l’-t =.lx|.el-¢w.-t “+~ ;P

De la ecuacidon [1] se obtiene:

| = _ 1+ (2eer)2

o N0l = r2)2 4+ (2£ar)2

que expresa la relacidn entre el movimiento de la base v el
de 1la masa (relacidn entre las amplitudes, en el régimen
permanente).

El angulo de desfase entre ambas viene dado por 1la

expresidn [2]
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! JZ ' Wi /0“'«

Como se ve, para movimientos lentos de la base, el
movimiento de la masa tiene practicamente la misma amplitud
(‘Eilfﬁfm = 1) {1la masa "sigue" facilmente el movimiento de
1a base).

Fara we = 0, |X|/% =1 (X = Haae).

A medida que we va aumentando, la amplitud del movimiento
de 1la masa también lo va haciendo para todos los valores de
amortiguamiento.

l.oz valores maximos de la relacidn lht'/\f se obtiene para
We = We (amplitud de resonancia). Se cbserva también gue
las amplitudes de la masa seran tanto menores cuanto mayor
sea el amortiguamiento.

Cuando we pasa el valor de w., 1la ]}:l/ﬂf empieza  a
decrecer vy se hace igual a 1 para we/Ww, = Jﬁ, cualguiera

gue sea el valor del amortiguamiento.



Fara valores de wg adn mayores, |}t|/Wf se hace menor de 1,
para todo c. Se observa que para valores de ¢ pequelos v
de we grandes, I}K‘/\f ze hace casi cero, es decir, la masa
no puede sequir las oscilaciones tan rapidas de la base, vy
permanece practicamente en reposo.

(Un avtomdévil para circular por caminos rugosos debe tener
un  resorte blando vy un amnrtiguadnr también blando. De
este modo, las perturbaciones del terreno no se transmiten
al chasis, cuando este circula a gran velocidad. Tal
aspecto se contrapone a la circulacidn confortable a
velocidades bajas o con caminos de "rugosidades amplias").
-En  cuanto al angulo de desfase puede verse gue s nulo
para we = Q.

l.vego al  ir aumentando we aumenta también 3. aungue
lentamente (mas rapidamente cuando c© es alto).

Fara valores grandes de we 21 desfase es tanto menor cuanto
mayor sea ©, no sobrepasando incluso, para algunos Cas0s,
el valor w/2.

Fara ¢ = 0, 3 tiene un salto brusco de O a . Para We = Was

-El movimiento completo de la masa vendrid dado por:

H = He + Hp = @7 /2a (P08 Wt + G-8Ben wa-t) +

F1+ (25-r¢2

-+ .V‘:’.Ei-(w--t -y
Sl - r2dE o+ (2E.p)2

= = er2m st (F.CO8 Wast + G+8en wa-t) +

L1 + (2€.p)2
+ sy (t) @t ">
£ 1 - rFr2)2 + (FEap)2
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NOTA: Cuando el movimiento de la base presenta una forma
arbitraria, puede aplicarse la integral de
convolucién.

lLa respuesta del sistema:

Mez2 + Co2 + Koz = —mey
puede ponerse:

€
=({t) = -(lfwd)J yir)sp—ters2m? c6 — M Gen fwy(t — ) ldr

[~
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1-3-2.-VIBRACIONES EN AUTOMOVILES. —

-lL.a Ffigura representa 21 modelo de la suspension de un
auntomévil, de masa M (soportada por una rueda), que
marcha sobre un camino ondulado (de variacidon senpidal)

con la velocidad v.

I x

el N

o|s¢
/\’9

-5i L es la longitud de onda del camino, & Yo sU
amplitud, 1la ecuacién gue define 21 "movimiento de 1la

base" seri:

Zu-vt
Yy = % oeSen
L
0 lo gue es igual
amev
Yy = WeorSen wet siendo wg =
L
-La respuesta permanente del sistema, seqgun vimos

anteriormente, seri:

ST+ (g2
vm(t) = ey (L)o@t
Jl-r2)E + (Z2egeT)2
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siendo
W 2w=v/L
- = =
Wi RE/M
—2eE T
o = Tag—?

(1-F2)2 4 (Z€.p)2

~5i el amortiguamienmto fuera nulo: ( § = 0 )

" meSen wetl

¥m(t) =

1 = (we/vwade

~L.a amplitud del movimiento del auntomdvil seria:

o o

I 1T = W/ wale Bz i /1.2
1 —_
K/M

enpresiéon de l1la que puede obtenerse la velocidad del

automdvil gue hace gue el sistema entre en resonancia, es
decir, gque las amplitudes del movimiento de la carroceria
v creciendo con 21 tiempo:

412 w2 K L k

L2 M 2w M



163

1-4.-VIEBRACIONES EXCITADAS EN SISTEMAS CON RIGIDEZ AMORTIGUADA. —

~l.os amortiguamientos en los sistemas reales son mas
complejos gue los hasta aqui representados. En efecto,
cual quier ﬁmnrtiguador real estd soportado elasticamente,
lo gue conduce a la existencia de un amortiguador en serie

con un resorte, como se ve en la figura.

m 1 Fit) ce{x - ;1)
T ] "
u [
1 L

c T % "fl
K - - ’

K ¥ Foen l l Ty — 3¥qg) krgoxa

F{t)

lLas ecuaciones que rigen al movimiento de la masa serén

mey + Ccofy — u3) 4+ Keu = F(L)

Ce ¥ — M3) = Kaex,
Siendo F({t) una fuerza de variacidén senoidal.
~
F(t) = For8en wet = Ia { Foretwet 3 = T { Fo-piwet 3

Frescindiendo del periodo transitorio, el régimen

permanente, =i ®x y ¥, tienen una variacidén senoidal, vendria

dado por
~s
Hee = 3 «Sen Wet = In { X -piwee

N .
ey = M aeSen Wet = I, { XK i-piwes 3
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MHilizando la notacidon compledja y sustituyvendo, 1legaremos

a las supresiones:
(K — wWe?2em + jWgeC) %X - jws-c-ifl = Ee
— jwerc ® + (K, + jweec) K, =0

De donde se obtienen X Y 351, resolviendo por Cramer:

Fori{kiy + jwWwe-c)

b4,
i

fra= (kX — wgd «em) + JwerC. (kK 4+ Ki1 — We?-m)

JwgC-Fo

EJ,:
Fas (K = wWei-m) 4+ juwgrC. (k 4+ Kqa — W2 om)

o~

en donde se observa gue los fasores 3 y 3 s0n DUMeros

complejos.

|| et

Xl
!

X
[

!x 1! .E*I.acl

El médulo v el argumento de cada uno de estos complejos
puede hallarse facilmente, definiendo N = Ki/K (relacidn
de rigideces), wWa = ((F/m), c/m = 2e€ e Wey r = we/Wn Y
1lamando para simplificar

Flae{l — wg? om) 4+ Jwerc. (K + K31 — wgd om)

l‘:‘l‘:;

|f(wg)l = (1 = r2)2 + [Zug-r=(1 + 1/N - r2/N)]J2
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Se obtiene, al operar:

I}CI = (Fo/K)« 4 1 + (2§-F/N)2/’F(w=)!
Fo  2€-r/N
I}{I = "
K if“(wa)l
2.7« (1 + /N ~ F2/N)
o = tag-—l — tag—l
1 - r2
25« (1 + 1/N - r2/N)
X1 = tag—? - /2

1 - 2

Con 1o cual la respuesta permanente del sistema seri:

Hep = ‘KI-E*"‘-E"W"" = I}:l.ei-<w--t + x?
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1-5.-TRANSMISIEIL IDAD DE LAS VIBRACIONES SOBRRE SOFPORTES FIJOS

Sea el sistema mostrado en 1la i '
v;t) F&t)

figuwra sobre el cual actda l1la

fuerzas

F(t) = Far5eNn We-t

La fuerza transmitida a la
base serad 1la suma de la transmitida a través del resorte,
mas la transmitida a través del amortiguamiento.

Fom = Keu + Ccoex £13
~UJtilizando la notacidn compleja, la respuesta del sistema

masa—-resorte—-amortiguador, a una fuerza:
F{t) = Iy { Forgt-we- -t 3
venia dada por:

—~

—~ Fo

= = - , 23
K = mewg? + iswg=C

~La fuerza transmitida serd (en el régimen permanente)
T Frmeel -wert} = Koy, {Kegi-wm-t) 4+ colpy (X -i-Wmeot-we-t)
Fre = K+ + iswe-c-X = R (K + i-We-c) [3]

Sustituyendo [21 en [31]

~

~ Fa
Fre = K 4+ iewgC) [41
K~ MeWe2 + i'WE'C
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Definiendo la transmisibilidad como 1 cociente entre la
amplitud de la fuerza transmitida y la amplitud de la fuerza

de excitacidn, podremos poner:

—~— F’rn A | LA N
T.R. = = = (I
Fea K = mowg?2 + iswgeC

Llamando o/m F = We/Wn 1 EKE/m = w2 , queda 1a

]
b
o
z
a

expresion:

—~ 1+ ie(25-1)
T.R. = [&]
(1 = r2) + i-¢2§-1)

gque también puede escribirse:

RECORDATORIO

a + bi ac + bd bc — ad

= + i

c + di c2 + d2 c2 + gz
— (1 -~ rz) + (2g-.1)2 =25 .=
T.R. = - + i

(1 — r2)2 + (2§-.1m)2 (1 - r2)z + (25.r)z

Como T.R. = |T.R.!-e*'* « donde o representa el &ngulo de

desfase entre la fuerza de excitacidn v la transmitida a 1la

base, tendremos:

ST F TR
|T-R.| = £73
| ST = r2)z * (25102

..zg.r-'s
o o= tag“"l [el

(1 - r2)2 + i.(2¢.1)2
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representan los valores de |T.R.|

diferentes valores de I (0o sea, de we)

o

7;9/25‘

£E=0,50

Y

X

para
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~l.a ecuacidon {71 muestra gue cualguiera gue sea el valor del

amortiguamiento (£), siempré se verifica gue |T.R.| = 1 para

r=Jz .

Es decir, todas las curvas pasan por el punto A. Ademas,

también se observa que con independencia del valor del

amortiguamiento, lT.R.' es siempre menor de 1, para r > {2 vy

mayor que 1 para r < 2

—Cuando I = {(we/wa.) > {2, la Ffuerza transmitida es tanto

mayor cuanto mavor sea el amortiguamiento (2).

For el contrario, cuando P = (We/wa) £ IZ2, la fuerza

transmitida =14 tanto mayor cuanto menor sSea el

amortiguamiento.

Tal comportamiento se explica facilmente si consideramos que

la fuerza transmitida por el amortiguamiento es proporcional

a la velocidad. A velocidades bajas, el amortiguador apenas

zi actda, vy la fuerza transmitida se debe principalmente al

resorte. Si el amortiguador es "blando”, su influencia es

aun menor.

~En la practica, todo lo anterior se traduce en lo siguiente:

Aa.— Fara una we dada (o r), en un sistema con w, = J/m), si
se gquiere disminuwir la transmisibilidad ha de'panarse una
c grande si I < J2 v una ¢ pequefa si r » 2

b.- Fara una n Yy una We dadas, pueden elegirse
simul tdneamente K v c, de manera gue T.R. tenga el minimo
valor. Lo légico es elegir resortes "blandos", de manera
QuUEe Wa <4 Wg, v " grande.

~En el caso de no haber resorte ni amortiguador (masa unida

rigidamente a la base), T.R. =1
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F Warl(EZm) = o === [

1l
i

En efecto, K = o ==

~En el caso de no haber amortiguamiento, € = 0
’T.R.’ = 1/(1 - 12)
Como T.R. = Frm/Fo = (K«¥X)/Fao siendo X el desplazamiento

maximo de la masa.

= x 1

Ff..'/l‘: x-xt i - (wgfwn)?-

que es la curva para § = 0, representada en la figura.

~l.a grafica de I contra o« muestra que el angulo de desfase
crece en todos los casos, y siempre es mayor cuanto menor sea
&l amortiguamiento.

Fara amortiguadores muy duros, el desfase es pequefo (1a
fuerza transmitida a la base practicamente "sigue" a 1la de

excitacidn)

NOTA: Es interesante analizar el caso de transmisibilidad de
vibraciones cuando estas son causadas por rotores
desequilibrados.

0 )

En este caso, igual gue antes.

Fre = F(t)«T.R.

Fi{t) valdra {(su componente vertical

solamente, en este caso)

Fat)

Mo 8o Wed

Con lo gque gueda:

L1+ (2612

Frm = Moo We?

£ - raz o+ (25-m)2
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Foniendolo en forma adimensional, dividiendo por

Mo "Bo Wa, fuedas

Fre rzed 1 + (2§.r)2

Mo » B Weal ot = rEd2 o+ (2Eam)2

cuya representacidn grafica es la de la figura:

T
e | pTR,

Como se observa, cuanto menor es c, mayor 85 Fam. 8Sin
embargon, © no debe ser grande tampoco, puesto gue al

aumentar we, la Fre crece a medida que ¢ es mayor.
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1-6.~GENERAL IDADES SOBRE LOS INSTRUMENTOS FARA MEDIDA DE

VIBRACIONES

~Fara la medida de vibraciones se usan dos tipos de
instrumentos: unos que miden frecuencias, y otros velocidades
0 aceleraciones.
~Los instrumentos para medir frecuencias son, & su vez, de
dos tiposs

—l.&dmparas estroboscépicas.

~Tacémetros de lengieta, con wa o varias de

estas.

~los tacdmetros de lenglietas consisten en uwuna o varias
laminas en voladizo. Si son de una lamina, su longitud ha de
poder variarse. S8i son varias laminas, estas tienen
diferentes longitudes.

Instalado el aparato en el sitio donde se va a medir la

vibracién se va variando la
s *
/////’ lenglieta longitud de la lengieta hasta que
i i
/// se progduzca el fendmeno de
ﬂ resonancia, © i es de varias

lenglietas, se observa cual de ellas estid en resonancia.

Luego, hallando el valor de wa, conocida la longitud de la

lengideta en resonancia, se tiene la frecuencia de 1la
excitacidén (W = We)
-Entre los instrumentos basados en la medida de

desplazamientos, velocidades y aceleraciones, los mas usados
son los primeros v los altimos, calculédndose las velocidades

a partir de los datos de estos.
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Los instrumentos para medida de desplazamientos Y
aceleraciones constan de un soporte, gue se fija al equipo en
vibracidén <(base) vy en el cual se encuentra suspendida,
medi ante un resorte, una masa a la que va adaptada un sistema
de registro.

Se completa el sistema con un amortiguador €. La caja del

instrumento se une solidariamente al cuerpo vibrante, de

manera que la vibracion de
\ \‘
(£> ﬁ N este se transmite a la caja
l $K N C
i x(e) [ N del instrumento y de esta, a
| = N
a
+:\<t745 T m } la masa suspendida.
: = N
; N b y{t) Y w(t) s0n los
e d
h movimientos de la caja

a
W&) t :
::\‘\\ (cuerpn vibrante) y la masa

suspendida, respecto de unos

ejes de referencia fijos.
Evidentemente, 1lo que se desea hallar con uﬁ instrumento de
este tipo es y(t), pero normalmente 1o gue se registra es el
movimiento relativo

z{t) = n{t) - y(t)
La ecuacion diferencial del sistema vibrante, en términos del

desplazamiento relativo serd, como ya vimos
Mmez + Coz + Kez = —m.y [i3

S8i el movimiento del cuerpo vibrante es arménico, del tipo

Y = Woe8en wet
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la ecuacidén [11 gueda:

M2 + Cc=2 + Kz = meweg? « ¥ o S5en wet [21
que es una ecuacidén idéntica a la vista para wn rotor
desequilibrado.

Si el movimiento permanente es del tipo
Zem = & «Sen (Wet + §)

la amplitud v 1a fase (desfase entre el movimiento de la base
y 21 de la masa suspendida) vendran dadas por:
Mewe? ™ o/K re

1z = = Yo
(1 —r2)z + (2.£.1)2 J {1l - réyz + (2-§-ﬁ77

—2-§-r'
® = tag—?*
1 - r2
Graficamente, ambos valores pueden verse en las figuwras

siguientes

N




w2 + - - - — p

|\
Ty
]
o
i

<
v/
Y%

O 1 2 3

5

Fuede observarse que para pequefos valores de I

£ = 0.7
£ = 1.0
r

(peqUERD W

frente a wal), 1los valores de Z/Y son préximos a cero. En otras

palabras, no bay desplazamientos relativos entre

la base vy 1la

masa, lo cual significa gue la masa sigue bastante fielmente los

movimientos de 1la base, vy ello para
amortiguamiento.
For el contrario, para valores altos de

frente al valor de w.,) Z/¥ = 1, para

cualguier

valor del

r (valor grande de we

cualguier

valor del

amortiguamiento, lo gue indica que el desplazamiento relativo Z

coincide con el de la base, o en otras palabras,

apenas si responde al movimiento de la base.

Medida de desplazamientos. Sismimetros:

Los sismdmetros son aparatos que
tienen una frecuencia natural
baja {por ejemplo, una masa
grande, suspendida de un resorte
"largo”, de peqguefa K) comparada
con la frecuencia we de 1la base.

En estas condiciones, I/Y = 1 ===

que la masa

—C""

e

galga

Z Y, con 1o cual la medida del ,
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desplazamiento relativo coincide con 1a del desplazamiento de

la base.

(Normalmente la medida de " no se hace en forma mecé&nica, sino
eléctrica.

En la +Ffigura se ha representado un sistema a base de galgas
extensométricas).

(Como se observa la presencia del amortiguamiento carece de
importancia. 8i se coloca es solamente para amortiguar la
vibracidgn libre).

En este tipo de aparatos el desfase entre el movimiento de 1a
base v el de la masa estd préximo a los 1807,

Derivando sucesivamente la sefal z(t) se obtendrian la velocidad

Yy 1la aceleracidn del movimiento de la base.

Medida de las velocidades. Vibrémetro

Los vibrdmetros son aparatos gue

tienen un  frecuencia natural

baja {de 1 a 5 Hz), y cuyo rango
: bobina

util de frecuencias we oscila

entre 10 y 2000 Hz.

Esencialmente se conforman como

un sismometro, pero el fendmeno ‘ : |

eléctrico en gue se basan genera
una sefal proporcional a la velocidad del desplazamiento.
En efecto, el desplazamiento de la masa respecto a la bobina

fija a la caja, 'Drigina una variacidn del voltaje generado
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que es proporcional a la velocidad de cambio del campo
magnético, o sea, a la velocidad relativa de la masa respecto
de la bobina (fija a 1a base).

For integracién puede obtenerse &1 desplazamiento vy por

diferenciacion la aceleracidn.

Medida de la aceleracidén. fAcelerdmetros:
lLos acelerdmetros son instrumentos gque tienen una frecuencia
natural alta (poca masa vy resorte duro) comparada con la de
la vibracidgn gue se desea medir.
En este caso, 1 -3 0 === 2/Y ——=> 0, 1lo gue indica que
apenas hay desplazamientos relativos entre la masa v 1a base,
o mejor, que la masa sigue con mas o menos fidelidad el
movimiento de la base.

i 1

7 = "Wl oy X W 2y
Wa2ed (1 — F2)2 + (2€.r)2 Wi

(va que (1 — r2)2 —-—3 1.y (2€.r)2 ——2> Q)

ecuacidn que indica qgque el desplazamiento relativo =1}
proporcional a la aceleracidn del movimiento armdnico de 1la
base (wWe? %) multiplicado por un factor de escala 1/wa?.

En la actualidad, el tipo de acelerdmetro mas usado es el
piezoeléctrico, basado en la propiedad de ciertos materiales
de generar una tensién eléctrica en su  seno cuandoe son
sometidos a uwna fuerza exterior (de compresién o de

cortadufa).
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Muelle de Precarga

Elemento Piezoeléctrico

i i Tipo de en Compresion
Compresién
— Salida
s -— Muelle de Precarga
. —— Masa
Salida El j i i
alida ;Z:éctrlca 7Elemento Plez?elé_f:tnco Base

Aceleracion \ Base

?E -— Rosca de Fijacion .
Fuerza Vibratoria - .
: ) ' . Anillo de Precarga

Tipo de
Cortadura

/Poste Central Triangular '

Elemento Piezoeléctrico
en Cortadura

Masa

Base

lL.La sensibilidad de estos acelerdmetros viene dada en términos

de carga (picoculdmbios = 10-*2 () por "g”", o de milivéltios

Lo
il

10-= V) por "g".
La sensibilidad tipica es del orden de 25 pC/g con una

capacitancia de 500 pF, 1lo que équivale a:
V= G/C = 25/500 = 0,050 V/g = 50 mV/g

Existen acelerdmetros con frecuencias naturales prdxiﬁas a
los 50.000 Hz, gue permiten medidas de aceleracidn de hasta
F.000 H=z.

~L.a medida de la aceleracidn en movimientos de 1la base
complejos puede dar lugar a fendmenos de "distorsidén de

amplitud”.
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En efecto, uwn movimiento complejo puede descomponerse en una

suma de movimientos arménicos, de frecuencias diferentes,

cada wno de los cuales dard lugar a un valor particular de

= Wei/ Wae

En consecuencia habré distorsion en la amplitud siempre que
1

el término cambie para los diferentes
1 - r2)z 4+ (2g.r2)z

arménicos.

Esta es la razén por la cual a los acelerdmetros se les hace
trabajar dentro de un margen de bastan{e estrecho, vy con
unos factores de amortiguamiento concretos.

En la figura se ha representado con una escala ampliada, 1la

respuesta del sistema.

,#2/7' En ella puede observarse

que para valores de
inferiores a Q.25 no
aparecera practicamente

distorsidén en amplitud.

La respuesta serd proxima
; . — . Welw, & we2-?  para valores
oy o050 839  Joo s v0

inferiores a r = 0,75 pero

en este caso han de elegirse amortiguamientos comprendidos
entre § = 0,5 v § = 0,7 ”

~Igualmente, también pueden ocurrir fendmenos de "distorsidn
de fase"; debidos a 1la variacidn del desfase o con la

relacion de wWes/Wa = M1, para los diferentes armonicos wWes.
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En las figuras se muestran los efectos de un desfase en los
arménicos, gue aungue no ocasionan distorsidén en la amplitud,
sin embargo la sefal registrada del movimiento de 1la base
cambia sustancialmente.

w4 %

er . ot
4% armdnico
22 armonico

v

I * b
<7
t ] wf?

Seial Regisfrada

SeﬁaJ. e'r:.g:.n‘tbl.

Para reproducir una onda compleja, sin cambiar su forma, la
fase de todazs las componentes armdnicas debe permanecer
invariable con respecto a la fundamental.

Ello exige gue el angulo de desfase sea cero {(para cualgquier
valor de we;) 0 gue todas las componentes armdnicas se
desfasen €1 mismo angulo.

Segiin el diagrama que da el valor de o frente a r, el primer
caso se tendrd cuando § = 0, y para valores de r = 1

El segundo caso se satisface practicamente para valores de
5 = 0,7 en el intervalo 0 £ 1 2 1 .

En este intervalo el desfase puede representarse por:

% = (/2 (We/ W)



181

1-7.-INTRODUCCION AL AISLAMIENTO. VIBRACIONES

Como hemos visto, si sobre una masa M,

K unida por medio de un resorte K a una

base b actda una fuerza exterior

M|
Ix IF(t)
Ft)

se produce una vibracidén dada por:

ForSen we-t

Fo
¥ = (E«Cos Wat + G-Sen wa+t) + «Sen we+t
' ke o= Mewm®

cuya amplitud se hace infinita cuwando 1la frecuencia de

excitacidn es igual a la natural del sistema:
We = We = K/ ===3 K -~ Mawez = Q === oW o=

Légicamente, 1la fuerza transmitida a la base serd Fqm = K-¥,

que Ccomo  vVemoS, puede alcanzar, tedricamente, valores

infinitos.

Dicho de otra manera, las vibraciones del sistema se

transmiten a su soporte, el cual, a su vez, 1la transmite a

otros puntos (como vibracidn excitada por movimiento de la

base).

Dado gue en 1la mayoria de los casos estas vibraciones son

indeseables, es preciso eliminarlas o disminuirlas en 1o

posible.

Fllo puede lograrse en base a tres supuestos:

a.-8uprimiendo la fuente de la vibracién (es decir, eliminando
F(t), por ejemplo, con un mejor equilibrado, si esta fuera

la causa de la F(t)).
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Este origen en la mayoria de los casos es absolutamente
imposible de evitar {(por ejemplo, fuerza F((t) producida por
la explosidn de los gases en motores alternativos, o 1la
fuerza sobre un auwtomdvil originada por las irregularidades
del pavimento, o las fuerzas producidas sobre un avion por
el chogue con el aire, etc.)

b.-Empleando "aislante de vibraciones", que "aminoren"” la
fuerza transmitida al soporte (muelles metalicos, cauchos,
corcho, etc.)

c.~Utilizando “absorvedores" de vibraciones, gque son masas
adicionales colgadas de la masa principal y gue tienen una
frecuencia natural de vibracidn idéntica a la de la fuerza
de excitacidn, de manera gue ambos efectos se equilibran
sobre la masa principal, haciendo que esta no vibre..

(Ver sistemas de 2 GDL)

Aislantes de vibraciones.-—
~Los aislantes de vibraciones mas usados S0On 2 muelles
metalicos, caucho, corcho, filtros y otros materiales
sintéticos.
Todos ellos se caracterizan por tener diferentes rigideces K,
y diferentes grados de amortiguamiento c.
a.~Resortes metilicos:
Son muy empleados, dada la faciiidad de modificar el valor
de K (poniendo resortes de mas o menos nimero de espiras),
la posibilidad de fabricacidén con muchos materiales

diferentes y la posibilidad de soportar cargas elevadas.



183

No tienen practicamente amortiguamiento, por lo gue no se
deben emplear para valores de 1 < J2.
Cuando la we de excitacion es baja se ha de recurrir a
disminuwiryr Wa: & base de disminuir K, o0 sea,  a poner
resortes cortos (=i la carga m es elevada), 1o cual no
siempre es posible.

b.-Caucho:
Se emplea 1 caucho natural o el sintético.
Normalmente se coloca €1 caucho entre laminas paralelas, a
las cuales se adhiere, o también en forma tubular.
Pueden trabajar a compresidén, cortadura o torsidn.
Fosee un gran amortiguamiento, lo gue lo hace adecuado para
valores de 1 < 2 (El coeficiente de amortiguamiento se
obtiene en vibracién libre, a través de la medida del
decremento lngaritmicoi.

c.—Corcho:
Se emplea bastante para aislar de vibraciones, chogues vy
sonidos.
Trabaja sé6lo a compresidn.
Se coloca generalmente en planchas debajo de la base de las
maguinas.
Es bastante rigido vy tiene un amortiguamiento parecido al

del caucho.
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2-1.~-VIBRACIONES DE TORSION EN EJES

El andlisis de vibraciones de torsidén en sistemas de 1 GDL se
resuelven exactamente igual que los sistemas masa-resorte por
lo gue sélo expondremos una tabla comparativa de ambos

sistemas.

UNIDADES 5. MASA-RESORTE S. ROTACION
Tiempo t t
Desplazamiento % ]
Velocidad # o
Aceleracidn ® e

Masa
. m I

Momento inercia

Amortiguamiento C _ Ce

Rigidez K ‘e

Fuerza ' .a .
F (F. = m«x) T AT = 1«8)

Par

Energia cinética Mamax2 Hala-62

Energia potencial Waklen2 Meke-82



MOVIMIENTO VIBRATORIO

F{t)

Ec. Movimiento Rey 4 Loy + Koy = Fit) 1+0 # £oo8 + K¢ 8 = Tit)
Respuesta sistema =% tdp 6 =0 +0,

Régimen transitorio i ete/200-{E.Cpc wyet + 6:-5en wa-t)=

= fp-Sewnt.Gan {wgt + 3) 8= Arp=9-wntaBpn (wgt + §)
Frecuencia natural Wal = Kin Wal = Keil
Y t
Relacidn §= §=
amortiguamiento 2.kw Y2
Frecuencia natural
amortiguada Wa= WordT - §2 Wa= Wordl - €2
Régimen permanente:
edcitacion armdnica
Fit) = Fo-Sen wet %p= X «Sen {wet - ) 6,= ©+Sen fwet - §)
FIK T/Ke
X = =
= TOI ¥ (5T =TT (6T
2:€eT 2:6:7
§ = tag™ = tag™?
1-r2 1-r2
I = We/Wn
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NOTA: Observese gue los sistemas vibrantes de torsién de 1 GDL

sblo  pueden ser ejes (no giratorios) pero no Arboles
(giratorios), puesto que estos siempre tendran, al menos,

2 GDL.

Sin embargo como veremos al

estudiar estos sistemas,

existen algunos como se | Y Ia
muestra en la figura (dos ruedas dentadas unidas por un
arbol de masa despreciable, de rigidez Ke, a titulo de
ejemnplod, dennminadns'"semidefinidns", en los que a pesar
de tener 2 6GDL, vy por tanto, dos frecuencias naturales,
una de ellas es cero.

En términos cologquiales, el sistema de la figura, si a I,
se le gira un cierto Angulo a derechas v a I= un cierto
angulo a izguierdas, vy se "sueltan”", el sistema vibraré
con la frecuencia wa. Sin embargo, si a I, v a Iz se les
gira el mismo &angulo en el mismo sentido, vy se les
"suelta”, el sistema no vibrara&, sino gue permanecera en

reposo en esa nueva posicidn. (we = 0)
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2ada- CQLCULD DEL MOMENTO FOLAR DE INERCIA DE LN CUERFO. —~

~El momento polar de inercia de un cuerpo es facil de
calcular sujetandolo por meﬂio de una barra de torsidn,
sometiéndnlo a una vibracidn y midiendo la frecuencia natural

de la misma.

La ecuacion del movimiento,

despreciando el amortiguamiento,

] —d sera:

><‘Se' 1.6 + Kee® = O

Si a la rueda se le gira @ grados

y se le suelta se pondra a oscilar.
8i se cuenta el n? de Dscilaciunes (n) en t sequndos, 1la
frecuencia natuwral en rad/s seré

CwWe = 2wen/t (rd/s)
El coeficiente de rigidez torsional de la barra se calcula

facilmente

Gelp Gew-d<
Kt"'—‘ =
1 321
Con lo cual
I = Ee/Wat
-0tro método, gue evita 195 problemas asociados al

amortiguamiento de 1la barra, cnhsiste en colocar sobre el
cuerpo a medir su momento de inercia, dos masas idénticas, a
igual distancia del eje de rotacién v medir la frecuencia de
la vibracidn libre con tales masas adicionales v sin ellas.

(Tales masas no deben ser tan pequefas respecto de la masa
gdel wvolante gue no introduzcan una diferencia apreciable en

la frecuencia de oscilacién. )
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Frecuencia natural sin las masas:

{(rds/s)2

Frecuencia natural con las masas:

G" Ib
wzz =
(I + 2mer2).1
Comparando ambas

naturales resulta:

2Mmeriswnd

(Wsd — Wxm?)

frecuencias
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2-3.-AMORTIGUADORES DE VIBRACIONES DE TORSION

-En sistemas de torsidén las vibraciones pueden ser
disminuidas en amplitud por medio de un sistema gQque absorva
energia del cuerpo vibrante y la disipe (en forma de calor,
por ejemplo)

Tales sistemas que absorvan y disipen la energia de vibracién
se denominan amortiguadores, vy los hay de muchos tipos: de
friccidn, liquidos, de aire, etc.

-El primer amortiguador uwsado industrialmente fue e1 de

un  volante amortiguador VY, gue

gira loco sobre su eje, vy qgue » [:LI_J

por medio de un resorte es obligado a comprimirse contra el

l.anchestor, el cual consta de un Rr —

e 4/ D

disco D unido al eje vibrante vy \ \\ ,
A1 5

T

disco D, por intermedio de un material de friceion
cualguiera.

La fuerza normal N provoca una fuerza de rozamiento entre el
volante v el disco, de manera que pueden darse varias
circunstancias:

85 N es muy grande, 1la masa V se coloca contra la D, de
manera gue ambas se mueven al unisono, y no hay disipacién de
energia (lo d4nico que se consigue es aumentar el momento de
inercia del disco vibrante, que ahora serd Ip + Iu).

8 N es muy peguefa, V girarda con cierto deslizamiento
respecto de D, con un par de firccidon despreciable y por

tanto sin disipacidén de energia.
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Entre estos dos extremos se encuentra el optimo valor de N,
que origina un par de fricciden {(en el movimiento relativo de
Vy D) gque disipa 1a madxima cantidad de energia.

Este amortiguador tiene importantes problemas practicos
asociados a la dificultad de mantener un par de rozamiento
constante con la variacién de temperatura, desgaste del

material, inclusidn de aceite lubricante, etc.

~Fara evitar los problemas del

\

amortiguador de Lanchestor se ha " - : D
e :;I//
desarrollado el amortiguador de 4+ w
e . g // s
torsion viscoso, gue consiste en _J// PN
un volante V gue gira loco sobre , é
Ty -
su eje, ancerrado £n una campana L1 /// ::
. ] g
D gue gira solidaria al gje L /// P
1.
vibrante, estando el espacio | /;:
libre entre ambos relleno de un

liguido viscoso cuya viscosidad no se modifica con la
temperatura.

Si ©6p es el Angulo instantanen en el disco (respecto de una
direccidn de referencia) y ¢ el del volante (respecto de 1a
misma referencial), 1 Angulo instantaneo relativo entre disco

vy volante sera:
B, = 8p — @y

El par de inercia gque actia sobre el volante (producido por

la friccidn viscosa), sera:

Iv-ay
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el cual serd igual al par producido por la friccidén viscosa:
D'er-
de manera gue tendrémos:

Iv-8, = C-ér = C (ép - év) £i13l
Si la vibracion del eje-disco es de tipo arménico:
Op = Bg-58n we-t
Se tendra al sustituir:

Iv'ev = C (GD'WE'CDS W:'t - ev)

Ivor0, + Ce8, = Ceprwe-Cos Wet L2

que representan la vibracidn de torsién de un sistema de

1 GDL., excitado por el par:

T = CB3pwWeCos wWe-t

En la ecuacién [2] se observa que Iu-8¢ (considerado como
vector) estd desfasado 180° respecto de 6. y 90° respecto a
8.. En consecuéncia 8y vy 8. estan desfasados F90°¢.,

(En la figura se han representado, en

forma grafica, las posiciones =1V Op
relativas.de Oy y ey Y ©p)

En consecuencia: =

8. =  8p2 ~ 8,2 L33
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5i el movimiento de V también es de tipo arménico:
gy = Byr5en wet
By = We"E,-Cos wet
By = Wi By cSen Welt = —We? Oy
Sustituyendo en la ecuacién [2] y operando:

Iv'WEz'ev = C'WE'Sr- £L43
de donde se obtiene, despues de sustituir [31 en [431
1

&, = - Op |
A1 + (Iyrwe/c)2

expresion gque concuerda con la realidad fisica
Cc =0 e By = 0 H C o= o o= Sy = 8g

El par maximo transmitido transmitido por el disco al volante

amortiguador V serd {(segun [43 )
Te = ITorwe=20,

l.a energia disipada por ciclo serd la producida por este par
actuando sobre un desplazamiento relativo ., entre los cuales

existe un desfase de 90°, (segin indica [131 ).
NOTA: Segin vimos, en un movimiento vibratorio,

F

ForSen {(we-t + &)

M ‘¥ -Sen wet

We = WeFo"3 «Sen §



En nuestro caso:

We = Wr{lurwe? «84) 8- = e (TuiWe? «8,) «JB52 — B2

Sustituyendo (5] en esta expresiodn:

2'C/Iv'W=
We = Tl'fg'Iv'WEz'eD' [&1
1 + (c/1luewell

que también se puede escribir

We Z2c/lvrwe
= £71
/2«1y wWg? «Qp 1 4+ (c/lurwed

En &1 dibujo se ha representado graficamente esta ecuaciodn
o We
;§"Iy.wﬁﬁ:

C .

|
|
N

El segundo miembro de [73 alcanza su  valor maximo para
C/{gurwg) = 1,
For consiguiente el amortiguamiento optimo para una disipacion

maxima de energia serda:
Cgpt = I'IV'WE
Yy por consiguiente:

Whax = W/ 2«Turwel "8
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3-1.-VIBRACIONES DE FLEXION EN VIGAS

~l.as vigas sometidas a vibracién pueden considerarse
sistemas de 1 G6GDL cuando toda su  masa puede suponerse
concentrada en un sé6lo punto de la luz.

También pueden considerarse sistemas de 1 GDL las vigas qgue
soportan cargas puntuales elevadas (por ejemplo, una viga
que soporta un motor desequilibrado), vy frente a la cual la
propia masa de la viga puede ser despreciada.

-A todos 1los efectos, estos sistemas puedeﬁ considerarse

equivalente a los masa-resorte, como se ve en la figura

YY) F

-A titulo de ejemplo vamos a calcular la frecuencia natural

de la viga de la figuwra, con una

(Ml
.a y masa M en su extremo, al
) é apartarsela de su posicién de

equilibrio.

La ecuaciéon del movimiento es:

Moy + Kery = O

Meg M-g JET
Como Ke = = =
& Meg-1=/3E1 1=
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La frecuencia natural sera:
We = 4 K/M = J3EI/M1>

—-Como un segundo ejemplo, vamos a calcular la frecuencia
natural de 1la viga por el método de Rayleigh, pero
considerando ademas la masa de la viga (por unidad de

longitud, m), pequeia en comparacién con la masa M en el

extremo,
Con estas premisas puede suponerse
M
- — 7 que la deflexidn de la viga durante
X \/Té\~\\JYmdx
< la vibracion tiene la misma forma gue

la deflexidn estatica debida a la carga M.
De las teorias de elesticidad se obtiene 1la relacidén

geométrica (de formacidn debida a M)

Semdal - w=F

Y = leuc
21=

La maxima energia cinédtica de la viga, solamente sera:

A la que habri de aVadirsele la énergia cinédtica de la masa M

e

2 M- Ymd.xz
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de manera gue la energia cinédtica total maxima serd la misma
que la correspondiente a una masa

33

M =M + “m=1

140

situada en el extremo de una viga sin masa.

lL.La energia potencial maxima sera:

!'i K-F " Ymaoe 2

Con lo cual queda, al igualar la maxima energia cinética con

la maxima energia potencial:

33

M YearZ | M+ smelf = 4 Ke¢sYmar

140

i el movimiento vibratorio es de tipo arméniceo:
Y T Ymax"5€N We+st
9 = wE'Ymd.n'CDS Wg't

Con lo que al sustituir los valores maximos:

33
%wz-y ol @ M + sim=1 = }c:_'-y e
140

De donde
K. ’ SEI
w — —3
33 33
M+ =m=1] 1% M + “m=1
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ANALISIS GENERAL DE LOS SISTEMAS VIBRANTES MASA-RESORTE DE 2 GDL

1-—

2-'—

Formulacion general de las ecuaciones del movimiento
Vibracion libre en sistemas no amortiguados, de 2 GDL

Z2=1.— Introduccidén
2-2.~ CAlculo general

2=3.- Acoplamiento de coordenadas. Coordenadas principales
Vibracién libre, en sistemas amortiguados de 2 GDL
Vibraciones forzadas en sistemas no amortiguados de 2 GDL
Vibraciones forzadas en sistemas amortiguados de 2 GDL

Calculo de la respuesta por métodos numéricos.
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1.-FORMULACION GENERAL DE _LAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

VIERATORIO EN SISTEMAS MECANICOS DE 2 GDL

lL.a Ffiguwra representa un caso general de un sistema con 2 GDL,
formado por dos masas mi: y m=, unidas entre si por el resorte
Ky el amortiguador t, Yy & s vez, unidas a los soportes fijos
por los resortes y amortiguadores respectivos ki, cy vy i
Cz.

Ambas masas son excitadas por las fuerzas Filt) v Falt)

Las coordenadas independientes a1 ¥ Mo definen la

configuracidén del sistema en cada instante.

Diagramas de cuerpo libre:
mlHj_ "
kg g Ca1¥a
Mg
ey Fai(t)

K(Mi b Xa) CIX:, - Mz)

Fixe — 3q) Ci{Xa = ¥M4)
MM
T 3 -
M
T T He Fz(t)
ki = CaXa

81 le damos a la masa ms: un desplazamiento %1, v a la mz un
desplazamiento %=, tales que xi > Y=y, la situacidén seria 1la

representada en las figuras.
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Equilibrio de my:

El desplazamiento hacia abajo de m. estira el resorte K., y el
movimiento es impedido por el amortiguador ci. For tanto, las
fuerzas Ki¥i vy c1;1, van hacia arriba.

ComD‘ i ¥ ¥=, el resorte K queda "comprimido” (x, — x=2) y el
movimiento es impedido por el amortiguador c.

En consecuencia, las fuerzas Kix, — ¥2) y cixs — %=) también

van hacia arriba.

Eaquilibrio de mg

Al ser x=z < X1y, el resorte K empuja hacia abajo con la

fuerza - KE{x,; - =) (que equivale a poner 4+ Ki{xz — #4)

hacia arriba), v lo mismo ocwrre con el amortiguador

— iy — ¥am) = + C(;a - ;1)

Finalmente, el resorte kK= y el amortiguador c= impiden el
movimiento Xz, empujando hacia arriba.

-En consecuencia, las dos ecuaciones de equilibrio seran:

MyMyg -+ H1'H1 + Cae¥gy + K(Ki - Hz) + C(H1 bl Hz) = Fi(t) L1313

MzeXe + KzrXae + Ca Xe + KMz ~ %31) + cliz — ¥4) = Fa(t) [21
Ecuaciones gue también pueden escribirse:

Moy + (Cyg + CloMy =~ Coda + Ky + E)oyy — Keaytp = Failt) [3]
MzrX2 + (Cz + C)oxa — CoXa + (Ka + K)sxz - Koy = Fa(t) £43
Las ecuaciones [11, [21, [31 vy [4] representan el movimiento

de las dos masas my Yy m=.

La solucion de ambas permite hallar . y ¥o.
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En forma matricial podemos escribir:

my O ¥a Cai+C -C ¥a i+ —~K Ha Fa(t)
. - 4 1] - + - =
O m= Ko - Cm+C Hea -k Ka+k K Fa(t)

Esta ecuacién, como se ve, s un caso particular de la

ecuacidon mas general:

Maia Maiz ¥ C112 Cam Ha Kix Kam HXa Fa(t)
n - g » " e . =
Mz1 Mz i@ Cz1 Ca= He Ezis Kea= Yo F=(t)
1lamando:
Mig Mo matriz Car1 Cam matriz
= [I‘“'I] = de = [C:] = de
Mzi M=z inercia Ce1 Cz= amortiguacidn

Kas Koz
= EF:] = matriz de rigidez

"c'\.zj_ ":22

gueda finalmente:

Erf3-0x3 + (3] + [kI3-Ind = [F1]
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2-1.-INTRODUCCION AL ESTUDICO DE LA VIBRACION LIBRE DE SISTEMAS

CON 2 GDL, NO AMORTIGUADOS. —

——Pp %1 b Xz

o

Intuitivamente, 2l comportamiento de este sistema puede
comprenderse someramente.

En efecto., imaginemos el sistema de la figura, en donde las
masas son iguales(mi = mz)y los resortes, tambieén.

E= facil entender gue =i damos a las dos masas un
desplazamiento inicial igual para ambas, hacia 1la derecha,
#1(0) = ¥=(0), v luego las soltamos, las dos masas iniciaran un
movimiento oscilatorio., ambas con la misma frecuencia, no
actuando para nada el resorte central (el movimiento sera el
equivalente al de cada una de las masas actuando por separado).
Igualmente, si desplazamos la masa ma. hacia la izquierda una
distancia %1.(0) v la masa m=., la misma cantidad, pero hacia la
derecha xz(0) = —-x,(0), vy luego las soitamns, ambas masas
empezaran a oscilar, también con la misma frecuencia, pero en
contraposicién. El punto central P no se movera, y el resultado
es el mismo gque si ambas masas actdaran independientemente.

Sin embargo, la frecuencia del movimiento de las dos masas en
este segundo caso s mads rapido que en el primero, como también
puede intuirse, o comprobarse experimentalmente.

Si en lugar de ser las dos masas iguales y también los tres
resortes, fueran todos diferentes may # M=z Yy Ki # Ka # K=,

podemos extrapolar tales intuiciones sefalando que segan  sea
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la relacidén entre tales valores, debe haber un desplazamiento
inicial x%x,(0) y xx(0) de cada masa para los cuales, al quedar
liberadas, ambas oscilan con la misma frecuencia, aungue con
diferentes amplitudes (precisamente iguales a los
desplazamientos iniciales respectivos).

FPor supuesto, si los desplazamientos iniciales tienen el mismo
sentido, la Frecuencia idéntica de ambas sera un valor
diferente al gue se obtenga para desplazamientos iniciales en
sentidos contrarios {(que siempre sSera mayor).

L.Las frecuencias w,y f(a la que se mueven las dos masas,
paralelamente) v la w= (a la gue se mueven también las dos
masas, con movimientos contrapuestos), reciben 21 nombre de
frecuencias prnpiasko naturales del sistema, vy Jjuegan el mismo
papel que la w, de sistemas de 1 GDL.

El wvalor mas pequeio de ambas (w,, en ste caso) se llama
frecuencia fundamental).

Finalmente, también queremos sefralar que el movimiento
arbitrario de un sistema con 2 GDL siempre es uwna combinacidn
lineal de 1los movimientos producidos por estas frecuencias
natuwrales.

Veamos todo lo expuesto, matematicamente.
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2-2.-CALCULD GENERAL DE LA VIERACION DE SISTEMAS LIBRES DE 2 GDL

Sea el sistema de 2 GDL de la figuwra:

For aplicacién de la ecuacién de Newton a cada masa se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Mmyeas + Ky + K)oy — Kedia

]
<

L1

Moo — '{‘}(1 + ““:z + l‘:)')‘(z

O [21

l.a solucidén de las ecuaciones [11 y [21, por carecer de

términos en X es de la forma:

¥y = B 31+8en (wet + §) L33
Moe = MoaBen (wet + §) £41

siendo 3., Ha, Wy @ valores a determinar.

Calculando en (31 vy [4]1 los valores de i1 Y Hax VY

sustituyendo en [1] v [2], tendremos:

(-m;-w-": + ":1 + l":)'x:, - ":'xz = {

- K3, + (—marw2 + K + K)vXa = 0

que 2= un sistema de ecuaciones algebraicas en las variables

., Y o,
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Tal sistema tendrd solucidén distinta de la trivial, (es
decir, no nula), cuando el determinante de los coeficientes

de las incognitas sea cero, es decir:

(g + K) = my-w? ~F
= 0 £73
-k (Kl + E) — ma~wd
Desarrollando y ordenando:
Ka + K Ka + K Ki + K e + K k2
we - + W+ + - = 0O
Ma Mz Ma ma My =M=
£a1

Esta ecuacién se llama "ecuacidén caracteristica del sistema”
Fara resolver esta ecuacidn, podemos introducir las

siguientes notaciones:

i + K Ka + K ko2
; [ — wizz =
ma Mo My + M=

z

]

N
™
I

W12 =

con lo cual la ecuacidn caracteristica puede escribirse:

W2 — {Wy4Z + W) Wd + Wil sWgo — Wypd = O [e21

NOTA: Las cantidades wiiy Wz ¥ Wiz tiene unos significados
fisicos concretos.
En efecto, si suponemos fija la masa mz (X2 = 0) el

sistema gueda reducido a:

My XNy = '—“"':1 + "":)'Hz,
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con 1o gque la frecuencia natural de la masa m. sera:s

Wia = f (K +Ki1)/my

8i por el contrario, se mantiene fija m, y se libera

mz, se tendri:

M- = = (ko + K)exa

N
N

de donde:

Woe = (K +Ka) /M2

LLas raices de la ecuacidon caracteristica seran:

Wi, 22 = ¥ (W12 + Waz?) [103]

8 J (Wia?2 + Waem2) = 4{Wi12 cWap? — Wi12)

La ecuacidén caracteristica tiene por tanto dos soluciones
{en w2), vy ambas son positivas. A partir de estozs valores
Wi2 v W= pueden hallarse los de wi y Wa, (tomando sdlo los
valores positivos, por carecer los negativos dé_significado
fisico ~de w, = tJWie: s6lo wy = +fW.2). Estos dos valores

de wi ¥ W= SOn las frecuencias propias o naturales de este

sistema, vy dependen, como se ve de las relaciones entre ki,
{ma Kax M2 Y Mz

Desemperan el mismo papel que la w. de un sistema de 1 GDL.
El menor de los dos valores Wy Yy We Se CONoOce cCcomo

"frecuencia propia fundamental®.

~Como  tanto w: como we satisfacen el sistema, quiere decir
gue a estas frecuencias naturales ambas masas vibran al

unisono, por lo gue también se les llama "modos normales de
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vibracion". (ambas masas experimentan un movimiento arménico
de la misma frecuencia, pasando ambas, simultaneamente, por

la posicién de equilibrio)

~Fara cada uno de estos "modos normales” pueden hallarse la
relacién entre las amplitudes de los movimientos de ambas
masas, lo gue se conoce por "formas modales" del movimiento.
(Fuesto que las diferentes amplitudes de cada masa dan
origen a los cambios de forma del sistema vibrante).

Fara el primer modo, es decir, cuando las dos masas vibran a

la frecuencia wsi, las ecuaciones [51 y [63 nos dan:

b 1 = 21 [ "':2 + K - W12 * Mz
= = = = P [
- = g + K — myewal K

En donde X ,.,: representa la amplitud de la vibracidn de la
masa | {de i) cuando vibra en el modo 1 (a8 wWi) vy Moz,
representa la amplitud de vibracidn de la masa 2 (de x=z)
cuando vibra en el modo 1 (de wy).

Como vemns, nD se sabe adn lo gue vale X i, ¥y XM=ei,y, sSiD0
s6lo la relacidén entre ellas.

Fara el segundo modo normal, es decir, cuando ambas masas se
mueven con movimiento arménico, al uwnisono, como  la

frecuencia w=e,; se tendra:

by Ham K Foa + K — Wai sma
= = = = po £121
o > on K + K = mywal ke
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Esto quiere decir que los valores de .. vy 3,2 pueden
expresarse en funcidn de los X2, ¥ XHaz (0 viceversal.

Como consecuencia de todo lo expuesto, la solucidén del
sistema sera una combinacidén lineal de los modos

principales, en la forma:

p4
"
]

HasXazi-5en (Wit + §31) + pa-Raz-Ben (W2t + %)

4
N
i

{ w21.8en (Wit + §1) + HE==.G6en (w2t + §)

en donde son s6lo 4 las ctes. a determinar: Moz, Nony, 81 VY
§=. Tales valores se hallaran en funcidn de las condiciones

iniciales #.(0), ®2(0), ®2(0) vy ua(0).

—-En algunos casos, alguna de estas ctes, MWii1, Mims Haea
0 o pueden ser nulas, con 1o cual los "modos principales”
apareceran silos. -

Si MWax = 0, quedara:

4
M
]

Par 3a+Sen (wait + 84)

Ha = }{gi-Sen (wat + §4)

vy 8l sistema vibrarad en el modo 1.

Analogamente, si M=z, = 0O,
gy = P }fzz-Sen {(Wat + 82)
¥ = MomrBen (Wt + §2)

v 2l sistema vibrara en el modo 2.
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NOTA: Un ejemplo aclarard mejor estos conceptos:

o ¥ ———P Kz

io H Ho

~ ~ . i

Sea my = Mz = m 3 Ky = Kz = Ko
La ecuacion caracteristica queda reducida a la
siguiente:

Ko + K Ko (Ko + 2E)

WP —~ 2o W& =0
M ma

LLas soluciones sons

Feo + K o + K Ko (Ko + 2E)
W:_,zz B e s i - = 0
m Com me

gue conduce a su vez a (tomando sélo los valores

positivos)

Wwi2 = Ko/m b4 Wa? = (Ko + ZK)/m)

que son las dos frecuencias naturales del sistema.

Sustituyendo en [171 y [181; =e tiene:

oua Ko + K — m={(Ka)/m
= = 41 = Y,
oo K
PP Fo + K — meil{ko + 2K)/m
= = —-1 = J=

o an K
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En consecuencia, las solucio
ey = +1-}‘=‘I21-Ben (W;,t + §1)
Heo = 3 o 8Sen
Si tomamos, como condiciones
Ny = Ham =
t =0 . .
xl =4 }(2 —
ee decir, €i desplazamos 1
wna cantidad xs, digual p

soltamos con velocidad nula.

Ha = W1'x21'CDS (W-‘_t + il
o = WMoy Cos (Wit + 8,
queda, segin las condiciones

o = Xai-Sen §y —
He = M=oi-5en §. +
O = Mo, wi-8en §.
0 = MaiewaBen @,

Sumando 1 y 2:

2 %o 2o or5en 8§,

Moy = Up/Se

Restando 1 y 2=

nes del sistema seran:

l'xzz'SE'n (Wzt + §z)

{wet + G4) + ¥ amrSen {wat + §z)

iniciales:
Him

Q

as dos masas

ara ambas, Yy luego

} = WesH axCos (wat +

) = WoeManCos (wat +

iniciales seraladas:

H a2=-8en 8z
 aa-Ben 8=

X ez-Ben Sz We

+ MWomrSen SxrWa

=== 88N 91 = ¥ol/ X oi

n @1

=1 xzziﬂo

inicialmente

las

8=)

8=)

il
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Restando 4 y 3:

O = 2% o wCos P == g = 0

Sumando 3 y 4:

O = 203 a3 "wWyCos 84 == Ha;Cos g1+ = 0O

WMo e(f 1 ~ (Me2/Ma)) = Q0 ==3 oy = ¥Ho

con lo que queda, en resumen:

oy = Mo Sen §: 1 By, = w/2
XKaz = 0 gz = 0

Y las ecuaciones del movimiento seran:

M1 = He+Sen (wit + n/2) = He+Cos wit
¥a = ®e Sen (Wit + w/2) = ¥oCos wit

Es decir, laz dos masas se moveran con idéntico
movimiento, de frecuencia wi: =  Ko/m y amplitudes Xo.

8i las condiciones inicales fueran:

i = Yo (desplazamientos iniciales
¥ = —Ho iguales vy contrarios)
t =0 R .
Ha = O
Ham = Q
guedara:
Heo = }igi-Sen By - xzz'SE'n [P L1313
~Heo = HMzi1+8en §1 + Maz-Sen §= £23
O = MosewWerCos 1 ~ HaonrWaCos B L33

Q = oy ewWe*Cos 81 + HaonrwaCos 8 £33



211

Sumando 1 y 2:

O = Qe ~,-5en §, ===3 8, = 0O ey =0
Restando 1 vy Z:
Ho Ho
~Rady = =2eMoanSen §= = Sen §z = H Ko =

Sumando 3 v 43
O = 23 a3 WyCos 1 ==2> (§, = 0); ey = 0
Restando 3 y 4:

O = —2eMazwa"Cos &=

0 = —E'xzz'Wz'-\f 1 - (}‘.cz/xzzz) == o = xzz

Con lo cual, la solucidn del sistema sera:

My = =~Ho+Sen (wWat + W/2) = ~MorCos-wat
Mo = He'Sen (Wat + 1/2) = deCos wat

Es decir, las dos masas se moveran con idéntico

movimiento w= = « (Ko + 2E)/m , con amplitudes

iguales, pero en sentidos contrarios.

NOTH:

En 1los sistemas vibrantes con 2 GDL. también se da el
fendmeno de pulsacidn.
Si en el mismo caso del ejemplo anterior tomamos como

condiciones iniciales:

0 }{2=0
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l.a solucidén seria del tipo:

vy = HeCos Wit — ¥«Cos wat

HWaCos wit + ¥«Cos wet

X4
N
il

(El desplazamiento inicial x, =1 y x2 = 0 puede
considerarse como la suma de dos partes: x,. = ¥
y ¥= = % y otro, %1 = 4 y = = -4, para cada uno de

los cuales se halld antes la solucién).

En este caso, el movimiento de ambas masas no es
arménico, al estar formado por la suma (o diferencia)
de dos movimientos de igual amplitud pero frecuencias
diferentes.

8i K <4 Ka. es decir, si el resorte gue une ambas
masas es muy blando respecto de los otros dos, aparece

2l fendmeno de pulsacidn:

Wy = f Fo/m & we = f (Ko + K)/m

Con el desplazamiento inicial %, = 1, %= = 0 L, My
vibrard primeramente con amplitud 1, mientras que mz
permanecerad practicamente en reposo.

Lueqo, Mo comenzard a vibrar, ain cuando mas
rapidamente gue mi, por lo que al cabo de un cierto
tiempo, =erd mz la quue vibre, mientras gue m, guedara
&N reposo.

Es decir, aparecera el conocido fendmeno de
"oulsacidén”

8i sustituimos las dos masas vibrantes vy los tres

resortes por dos péndulos de masa m y un resorte de
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union kK, el fendmeno expresado queda de manifiesto mas

claramente:

El movimiento se inicia tirando del péndulo izguierdo

hacia la izguierda, colocandolo hasta el angulo 29, y
manteniendo el péndulo derecho en la vertical. Ello
equivale a la suma de las dos posiciones mostradas en
la Ffigura, con Angulo /2, pero con distintas
frecuencias Wi y We, siendo wa ¥ wi.

El movimiento de los dos péndulos es, en todo
momento, la suma de los movimientos con Wy ¥ We, de
amplitudes a/2.

Al mw ser el resorte K blando, al liberar el péndulo
de la izquierda vibrara con frecuencia w.,, mientras
gque el seéundu apenas se moverd, puesto que Wa X Wi, Y

ambos semipéndulos irdan a la par (primeras figuras).
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COmD W £S5 UN POCO Mayor que W i1, llegara un momento
en que el movimiento w= estara adelantado 180°¢
respecto del wiy f(como se ve en la otra figura).
Efectuando la suma, se ve que es ahora el péndulo
izguierdo el gque apenas se mueve, mientras el derecho
oscila con todo su  amplitud. El fendmeno s
va repitiendo. El movimiento se va trasladando de una
masa a otra, y 2l fendmeno se conoce como

"hatimiento”.

NOTA:

Existen sistemas como los de las figuras, cuya
caracteristica principal es que una de las frecuencias
naturales 2s Cero. Tales sistemas se 11laman

semidefinidos.

En el sistema de la izquierda, las ecuaciones del

movimiento son:s

Moy + Ky — Ha) Q

Moev¥e + Ko — %)

&)
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Ensavando soluciones del tipo:

¥y = ¥ 385en (wt + §)»

Mo = B onSen (wh + §)

Derivando, sustituyendo y ordenando:

(K.~ masw2) ey — Ked o = Q

~Ea, + (K - Mprwd)a®o = 0O

Igualando a cero el determinante de los coeficientes

se hallan las frecuencias natuwrales

(. — my-we) -

O
-k (ki =~ mzwd)
MysMasw? — Kel(mg + me) wé = O
WwZelmy "mpwe — K«{m, + mz)]1 = 0
Con lo cual:

Wy = 0

e l{my + mz)
W = rd/s
Mj "Mz

l.a frecuencia wy = 0 significa que las dos masas
oscilan como un todo, sin movimiento relativo entre
ellas. En la practica, si se desplazan ma ¥ ma 1la
distancia X1 = Xz = ¥eo1 = Yoz § €1 conjunto no

oscila.
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2-3.~ ACOFLAMIENTO DE COORDENADAS. COORDENADAS FRINCIFALES

-l.as ecuaciones del movimiento de wn sistema mecanico
adquieran formas diferentes, seqin sea el sistema de
coordenadas elegido. Naturalmente, el fendmeno fisico es el
mismo, por lo gque los valores numéricos de las frecuencias
naturales, cualgquiera gue sea el sistema de coordenadas
elegide, tienen gue ser los mismos, e igual sucede con los
modns naturales.

~Suponemos la barra rigida de la figuwra, sustentada por los
resortes Ki v Ko (gue sélo admiten movimientos sobre la
vertical)., 6 es su centro de gravedad.

Tomaremoss la posicién de equilibrio estatico como posicion

de rofsrancia.

h ) &

Tomamos como coordenadas los desplazamientos verticales vy
los giros respecto de un punto de referencia arbitrario 0.
Fara un desplazamientm ¥ ¥y un giro 8, las reacciones seran
las mostradas en la figura.

(En la hipdtesis de pequedos desplazamientos debidos al

giro 8).
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l.as ecuaciones de Newton seran:

o Del eqguilibrio de fuerzas
IF = O (incluyendo las de inercia)
gy = lxe®) — Koy + 14-8) = m+ag

siendo ap la aceleracion del c.d.g.
Como sabemos:
Mg = ¥ + (1y =~ 1=)8

Mg = ¥ + (1, — I1=x) 0

Sustituvendo en [1] v ordenando:

mex + Mme(ly — 1x)e@® + (K3 + K)oyt + (lg*Kz = lx-kKi)0 = 0O

£113
» Del equilibrio de momentos:

M = 0 (incluvendo los de inercia)

Mc:,'E = Io'e"‘::— + m'ﬁ'ﬁ'—a—o

Mo momento de las fuerzzas exteriores respecto de 0 =

K;_'(H - 13'9)'13 - "‘:z'(}ﬂ - 14'6)'14

Sustituyendo:

"‘:1'(1‘{ - 13'9)'1::5 - ":2' (% + 14'6)"14 = Io'e + m-(l,, - 1.-5)'}{

Ordenando:

me(ly — 1x)e + Jeuv® + (Kaslgq — Kprlx)ex +

+ (K112 + Kaela2)-8 =0 £21
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El movimiento del sistema viene definido por las ecuaciones

[11 v [21, que en forma matricial adoptan las forma:

m me {1 ,-1=) 4
. - +
me(1,-1=) Is
[ A 3 la*ka~lxek, b4
+ [2]- 01
laskKaelxoky larlmZ 4ol a2 3]

Como tanto la ecuacidn [1] como 1la [21 que describen el
movimiento se expresan simultéanemente en funcidn de » y de
8, estas variables estaran relacionadas entre si, vy el

sistema se dice que esta "acoplado”.

~58i 1 punto O coincide con el c.d.g. G, 0 SEed,

si 1y = 1x v 1z la, las ecuaciones anteriores se reducen

a las siguientes:

3
<o

. + Ko loska = 1aKa »
L]

0 Ios =] lokKa = 1,«k; Kynlai24 Koslze 2]

En este caso, las coordenadas @ y x estan relacionadas por
el término no nulo lz'kKe - 131Ky, llamado "término de
acoplamiento”,

{(8in embargo, ;.y é.nn estan relacionadas directamente)

Se observa que en este caso el acoplamiento se establece a
través de la matriz de rigidez, por lo gue se dice gue el
acoplamiento es "estatico”.

Fisicamente significa gue una fuerza aplicada en 6 produce

simultidneamente un desplazamiento lirneal de ¥ y una

rotacidn.
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Consecuentemente, un par aplicado alrededor del centro de
masa genera, simultaneamente, desplazamientos % y 8. 8in
embargo, la fuerza de inercia no produce giro, sino sdélo
desplazamiento.

-8 81 punto O =e selecciona de modo gue se ocumpla la

relacién:
1.-_5/14 = l":z/l‘::,

El movimiento del sistema vendrd dado por la expresidon:

m m=(l, ~ 1=} b4 ;
. 5= +
m={(1y — 1=} Ilo 2]
Fia + Ko Q o
+ . = [ o] ]
Q kFrgelm? 4+ Fa=la2 o -

En este caso, las cnordgnadas ¥ v 8 estan relacionadas poyr
el térhinn m=(ly - 1x). El1 acoplamiento se establece a
través de la matriz de inercia, por lo que se 1l1llama
"acoplamiento dindmico”.

Fisicamente significa que una fuerza aplicada en 0 produce
un desplazamiento, pero no  giro. Igualmente uwn par
alrededor de O produce giro pero no desplazamiento x. 8in
embargo, la fuerza de inercia produce un desplazamiento vy

N giro de la masa.

NOTA: Obsérvese que las matrices [ml, [cl v [K]1 dependen
del sistema de coordenadas elegido.

(8in embargo, las frecuencias propias son valores
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fijos, independientes del sistema de referencia)l.
En términos generales, la ecuacion de un sistema de

este tipo puede escribirse:

Mia Mim ¥ Faa Ki= Ha
" - + hd =[0]
Moy Mz Mo Ko Koz Yo

NOTA: En el tratamiento matricial, resulta mas sencillo
trabajar con "coordenadas generalizadas", gue pueden
adoptar el valor que en cada caso concreto se le

asigne. Por ejemplo en este caso de 2 GDL tendriamos:

Qi = X2 Qs = M q1=91

Oz = ¥z e = @ Qe = Oz

En este caso, la ecuacion general del sistema de 26DL

seras
My My (=Y Kaa iz Qa
i I . =[o}
M=y Maz Q= K= P O=

o resumidamente:

Iml=fqg 3 + [K3-[ql = O

~-fA la vista de todo lo expuesto cabe hacerse una pregunta:s
LEviste un sistema de coordenadas tal dgque no  aparezca
acoplamiento estatico ni dinamico en el sistema®?.

l.a respuesta es que =i existe, y a tales coordenadas se les

llama "coordenadas principales”.
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En tales condiciones el zsistema general (en las coordenadas

¥y ¥ %)

Maa Mz M K Kiz M
g e . =[o}
Mza Mo Wz Kza Kea W

Se transforma en el nuevo sistema en las coordenadas
principales ¥p1 ¥ Hep=z siguiente:

m* 1 0 o1 | o} M
» - o+ - = [ c) ]
0 m* = Hp= O ko 2o Hopm
en el cual las matrices tm*3 vy T[K*1 resultan ser
diagonales (=zistema desacoplado) vy por supuesto, los

a a J‘I f’ L]
valores de m i1 M2z «» Kii1 ¥ Kz=z no son iguales a sus

homdélogos anteriores.

En estas nuevas coordenadas el conjunto de ecuaciones

diferenciales que definen el sistema serian en realidad dos

ecuaciones diferenciales totalmente independientes:
m'":,:_'}’(p:_ + f‘:’l11'}(p1 = 0

M zetpe + Kiasidga = 0

cuyas soluciones serdn:

ﬁ;,-Sen (W:,t_ + §1)

Hpm = ﬁzz-Sen (Wzt + ﬁz)

En donde wi2 = K 34/m 121 ¥ Wl = Ko/ e

Siendo Airix Peas 81 8z constante a determinar en funcidén

de las condiciompes iniciales.
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- VIBRACION LIBRE DE SISTEMAS CON 2 GDL . AMORTIGUADOS.

Sea el sistema mostrado en la figura:

l.a ecuacidén del movimiento seré, en este caso:

my O My Cy + C - My
- " + b = +
O Mo Mo - Ca + C Ha
Ka + K - K ¥
+ . == [ O } L1l
-k "‘:2 + K e
o también:
Mgy e¥g + (C:. + C)'Xj_ - Ce¥m + (Ki + k) ¥y - ":'}{z = 0
£z23
Moe¥o + (Cz + C)'Nz - CeMq4 + ““:2 + K)'}'ﬁz - F-:'X:, = 0
Como hemos visto, las soluciones de estas sacuaciones

diferenciales homogéneas de segundo orden con términos en X
serd del tipo:
Mg = P>t

e = B.g>»-®

Siendo A, B y M valores a determinar.
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CalculandD a1 » %1 « M2 ¥ ¥z ¥y sustituyendo en [21 gueda:

Mi=X2 A + (Cy + Cledofl - CceX-B + (K; + K)«A - KB

MzeX2:B + (Cz + C)aheB — XA + (Ko + K)-B - K-A

Ordenando:

il
<

(ma*Xx? + (Cy + el + (K3 + K))eA —(Cc=2 + K)-B

il
<

—{Ceh + K)=A +{ma-nr?2 + (Ca + C)h + (Ko + K)) B

gque es wun csistema de dos ecuaciones algebriaicas con

incognitas A vy H.

0

Fara que el sistema tenga solucidén su determinante ha de

L
cero:s

MmeiehNE 4+ (Cq + CYeh + (Kyq + ED —-{csh + k)

—~{Cer + k) Me r2 + (Ce + C)h + (Ke + K)

Desarrolléandolo, obtenemos la ecuacidn caracteristica:s

(MaXrd 4+ (Cy + C)eh + (Kyg + E))elmarZ 4+ (Ca + C)=h +

+ (K + E}) = (CeX k)2 = 0O
Las cuatro raices de esta ecuacidon son de la forma:

Ar = =p1 + ha
de = ~p1 — bha
Az = —p= + h=

ra T —p= — h=

L31

las

ser

£41

Aunque no lo demostremos, todos los valores de p son siempre

negativos, mientras gue los valores de h pueden ser reales ©



imaginarios, aungue siempre superiores que p, de manera que
los valores de x,. son siempre negativos.

El movimiento completo del sistema vendra dado por las

siguientes expresiones:

Ha = Agee>ri -t 4 Ag@>@ -t + f@>F "t + g 9t

L33

Byeg@>let 4 Bos@>Z % 4 Bge@>F-t 4 Harp>4-t

En donde los ocho coeficientes B8, vy Ky no son todos
independientes, siendo By = pi-fAi1; B = Ppe-Pz) Bx = Hx«Ax ¥y
Ba = pPa-Pa.

Estas relaciones se obtienen al sustituir los cuatro valores

ge Ay en las ecuaciones [31, resultando: (genéricamente)

m;-)u’-’ + (C:, + Cy=Ahgy + “’-:1 + k)

Bye = Ay~ =
Cehy + K
oAy + K
= fy e = Ha
Masha?2 + (Ca + CYsAy + (Kp + K)
para i = 1, 2, 3, 4.

Volviendo al andlisis de las raices, =i hi vy hz son valores
reales, distintos de cero, 1los cuatro valores de 2 son
reales, v €l movimiento de %, vy de ¥z serd sobreamortiguado.
Si h: = hg =0, se estard en el caso de amortiguamiento
critico para ambas masas.

Si hs v he son valores imaginarios, se estara en el caso de

movimiento de %: vy de x= subamortiguados.
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-Suponiendo gue dos de las raices sean complejas, entonces

deberan existir las correspondientes raices conjupgadas:

Ma = —(ps + i-hs)

ho = "'(pj_ - diehy)

Entonces podemos escribir:

Barp— AL + dohir-t 4 Aow.p~(PL — i-hlr-t =
= @Rl E(f,p=t hi -t 4 H.girhi-t) =
= gP1-t{Q,;«Cos hy+t - i-Az-8en hai-t + A=+Cos hai-t +
+ isfAz==8en ha+t) = C-e"Plt.8en (hy-t + &)

Similarmente:

Bl.e—(pl > il -t L Bz.e-—(pl — detrld et

= Dsg=pl t.8an (hy«t + §)

FPor tanto, el movimiento en este caso es del tipo:

My = Cee P2-t.8en (hyst 4 §) + Az-eXT L + Aaee>d-t
Mo = Dep=Pil t.Gen (ho+t + §) + Bz -e>™ "t + Ha-e>9"*%
gue Comb Se  ve, son dos movimientos oscilatorios, no

periddicos, de amplitudes decrecientes.
-En el caso de que las cuatro raices sean complejas, seran

conjugadas dos a dos, v la solucion serd del tipo:

¥y = CrrePr-t.Gen (hirt + §31) + Copre~r2-t.Sen (ho't + §z)

=
B

PaCi-e~Pr-t.8an (hyt + §1) + PoaCz-e~P2-t.8en (hat + &z)

En donde las constantes Cix Cz=y, 81 v 82 dependende las

condiciones iniciales.
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4.— VIBRACIONES FORZADAS EN SISTEMAS DE 2 GDL . SIN

AMORT IGUAMIENTO.

Sea el sistema mostrado en la figura, sometida la masa mai a

la fuerza Fo(t) = Fao-58n wWe+t

Fc»' Sen We » t

k- 'Y < k. =

El sistema de ecuaciones gque definen el moviniento sera:

Ma 0 &Y H,_ + K - K M Fj_
sl + . = «Sen weet
O M Mo -k Ko + K Mo O
o también:
Meedy + Ky + K)ayy — Koedia = FaeGen we-t
. [11
MoeM¥eo + (H:a + K)'}(z - "":'}(1 = 0

Como sabemos, la solucidon de ambas ecuwaciones diferenciales
serd 1a suma de la solucidn de la correspondiente homogénea,
mas una solucidn particﬁlar de la completa.

l.La solucidn de las homogéneas ya la hemos discutido.

lLa solucidn particular de la completa ha de ser del tipo:

¥ ,-Sen (we-t + &)

Hpr =

Hpma = Ma-5en (wget + §)
Derivando:

;;1 = —wWgd e W, 5en (we-t + &)

_Wgz'xz'sen (Wz't + §)

T
N
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Sustituvendo en [11 vy operando:

(Mg We2 + Kyig + E)o¥ 3 — oMo = F,
£21

—HaBy + Mo Wed + Ko + K)o = 0O
En efecto, se ha desarrollado Sen {(we-t + §), vy se puede
comprobar que § = 0, con lo gue gquedan las expresiones

anteriores.

Resolviendo por Cramer:

Fa -
8} "‘mz'WEz + “‘:2 +
x'.l. = =
-MyeWed + Ky + K -
-l ""m'z'Wgz + Kz + K
Fis(—moswe? + Kz + K)
(=M1 W2 + Ky + K)o (~moarwegd + Ko + K) - K2
~K=F3
o= -
(~ms W2 + Ky + E)e{~mawg? + Kz + K) ~ K2
For consiguiente, la wvibracién del estado estacionario
{superpuesto al movimiento libre, que por no estar

amortiguado también serd estacionario),. vendra dada por:

Fasl-mazwes + Kz + K)
Hps = . Sen we-t

A

~KF,

A

=
b
B
!

Comp se observa, las amplitudes de ambos movimientos dependen
del wvalor de la frecuencia circular de 1la fuerza de

excitacidn wes, v de los parametros my vy ¥, del sistema.
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5.— VIBRACIONES FORZADAS EN SISTEMAS CON 2 GDL., AMORTIGUADOS.

Sea el sistema de la figura, sometido a la fuerza exterior
Fatt) = FoSen we-t

—dFa (L)
% ¥ 3

m I+
N LJ =

El sistema de ecuaciones gue define el movimiento es, segin

vimos:s

my, O Ha ca, + C - C Mg
* | e + “ia +
O M Hea -C Ce + C Hep
K:_ + K - k. 1 Fo
+ . = «Sen we-t £il
—K Ke + K M O

Cue equivale al sistema de ecuaciones:

Mys¥y + (Ca + C)edy — Coed + (Ky + K)oy — KoM = For5&n wet
£21
mz-;; + (Ca + E)';z - c-;i + (K + K)=xa — Ky = 0
La solucidn de este sistema estd formada por la suma de la
solucidén del sistema homogéneo, mads una solucidn particular
del sistema completo.

La solucidn del sistema hdmngénen vya la estudiamos, vy

desaparece con el tiempo por estar amortiguado.
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El movimiento permanente vendra dado por la solucidn
particular del sistema completo, que es la que vamos a
calcular a continpuacidn.

Fara ello lo mas sencillo es emplear la notacién compledia,

tal como se vid en la pagina ———— (59)~———.
F(t) = Fo-8en we-t = Im.(Eo.Et-w--e)
ot = Im-= (‘\X’l-ei-w--t)

e

Ims (Xp-gt -we-t)

en donde Xi1 ¥y X= pueden ser valores reales o complejos.

A o~
le = i-wE.xl'E".w..t sz - i'WE'Xz'E""“"*"
LI . ~ .. . ~
Mpr = lsWgd X gl -we-t ¥pz = i'Wgd X gl-we-t

Sustituyendo y ordenando:

[~M1 W2 +(Cy + C)eivWe + (Ky + K)1:Xy —(Coi-we + K) Xz

i
n
9

L]
o
-

—(Ceirwe + K)o Xy +0-Mo-We? +(Cz + C)oi-We +(Ka + K)I1-Xz

Resolviendo por Cramer, gqueda la expresiodn:

{-azwe? + Ko + K) ¢ ielpa + C)eug
= F°
[(-pyug2 # Kz # K) & domgeiry + C)Tel{-Barwig? + Ko + K) + dowgedea # €)1 - (K # 1oCoueld

(~maewel + Kz + K} + ieleo + C)ovig -
= Fo
[{-pyowe? + Ko # K) & fomgelcy # C)3ol{-maotiel # Ko ¢ K) ¢ fomwee(ra # €)1 = (K ¢ iocowe)?
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~ o~ .
Como se ve, Xi Y Xz son nameros complejos que podemos
representar por:
Ay + EBi-id

§1 = Fo = (Ey + F1'i)'Ec
Ca + Dap-=i

gz = 'Fm = (Ez + Fz'i)'?a

gque también se podria escribir:

>Q

| Xa|ret-m2

>R
N
]

llenei'ﬂz

en donde:

lXII = 4 E 2 + Fa2 Y §2 = Tang™*-(F1/E,)
!XZI = { E=x2 + Fa2 b4 §= = Tang™*- (F=/E=)

Con lo cual, las soluciones serian del tipo:

~
Ime (Xyr@t ~we-t)

}(pl

IK1'-SEH (Wg't + §1)

~
Ims (Xp-mt ~we-t)

il
]

Hpa

IXzi-Sen (Wt + 8z)
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6.~ CALCULO DE LA RESPUESTA FOR METODOS NUMERICOS

El calculo de la respuesta de un sistema con 2 GDL
pusde resolverse en forma sencilla por
métodos numéricos, como por  ejemplo, el de la
diferencia central.

Sea el sistema de la figura,

en el gues

Kei = 36 KN/m

=z = 18 KN/m

my = 100 kg

m= = 25 Kg

- 400 N para t >0

0O para t € 0O

Condiciones iniciales:
-

¥ = Me = O
Y= Yo =0
Las ecuaciones de movimiento sons
100 u + 36,000 ¥ - 18,000 (y — ®) = 0
28 y + 18.000 (y - x) = 400

que puede escribirse también:

bd

- 540 x + 180 y

Y

720 (v — y) + 16
Las ecuaciones de recurrencia son, segdn vemos en la
pagina ————(89)————:

Hywer = Ki'Atz + Fedy =~ My

Yi+1 & VY -At3 + 2eyy = Yi—s



-

Fara establercer el valor de /Nt 2 T/10, observamos

ques
-'J F-.j,./m:, = 18,97 == T;l_ = 0.327 Sa

Tomamos Dt = 0.020 s.
Como las condiciones iniciales hacen:

;; = 0O e ;; = 16
hemos de utilizar la ecuacidn %= = (lltsz)-;; para
calcular %, vy la y= = yi + th-;; + (Atz/2)f(y=t)
para hallar vyi.

Fara v, = 16 , y= = %-16-At2 = 0,0032

L.as cantidades ¥z vy X2 se obtienen de la resolucidn

simultéanea de las ecuaciones:

(1/6) »xa=At2

Ha
e = ~040:xa + 180 y=

de donde se obtiene:

F0-yz- At2

1 + 90- Atz
A partir de agui, el calculo de los valores sucesivos

de %y e ys sigue la formula de recurrencia conocida.
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AFLICACIONES FRACTICAS DE VIBRACIONES EN SISTEMAS DE 2 GDL.-—

l.-8istemas masa-resorte
1-1.- Vibracién de una masa sujeta por varios resortes.
Ortogonalidad de los modos.
1-2.~ Vibraciones en automidviles.
1-3.~ Transmisibilidad de las vibraciones en sdportes moviles,
1-4.~ Aislamiento de las vibraciones
1~4—-1.~ Amortiguador dinamico de vibraciones,
no amortiguado.
1-4-2.~ Amortiguador dinamico de vibraciones,
amortiguado.
2.— Sistemas de torsidn
2~1.~ Vibracidn de torsidén en arboles.
2-2.— SBistemas semidefinidos.
2=-3F.- Vibraciones en engranajes.
2-4.- fAbsorvedor de vibraciones de péndulo centrifugo.
3.~ Bistemas de flexidn

Z~1.- Cabeceo de arboles. Velocidades criticas.



I-1.~- VIBRACION DE UNA  MASA SUJETA FOR __VARIOS RESORTES.

ORTOGONAL IDAD DE L.OS MODOS.

~Sea la masa m; sujeta por los resortes de rigideces Ki,
FKoas vxs Kay ¥ Que esta restringida a moverse en el plano XY.
La posicién de la masa viene determinada por 2 coordenadas
¥, 8 ¥, por lo gue se trata de un sistema con 2 GDL.
Supnndfemos - gue los desplazamientos de la masa son 1o
suficientemente pequefos, de manera que la fuerza provocada por
los resortes deformados, tienen la misma direccidén gue estos
en la posicién de equilibrio (la mostrada en la figura ).

La posicidn de cada
4 resorte se identifica por
los angulos o, &2, Ccomo

s2 ve en la figura

-Fara calcular las ecuaciones diferenciales qgue rigen el
movimiento del sistema daremos a 1a masa un desplazamiento

cualquiera (dado por las coordenadas ® e y) vy calcularemos las

fuerzas gue sobre ella actuan.



a.— Desplazamiento % a m:

En este caso, el resorte K, se deforma como se ve &n la
figura, en la cantidad x-Cos 9.

Tal desplazamiento .da lugar a una fuerza en la direccién
del eje 0OX, de valor

Ko (ueCos @,)-(Cos ©,) = KyixrCos?2 8,

De igual forma, tal deformacidén origina una fuerza en la
direccidn 0OY de valor

Fie{xsCos ©;)-{(Cos &1)

v v
y ey )
& o
) wh
§ s § 1
61 X_‘ 91
o < 4 N o KyX 6@, "

l.o mismo podria decirse con los demds resortes:
Direccidn OX ==s==3 Kyx=-Cos2 8,
Direccién OY ====3 ke (x-Cos ©4)«(Cos B.)

Por consiguiente, la resultante en la direccidn OX valdra:
el Ki+CD82 8, + FkarCosd 6 + rsx + Ko Cos2 8,) = Kue=H
Igualmente la componente en la direccidn OY valdra:

He{ K,Cos 8,-Cos §54 + » FaCos Oz-Cos 8- + e +

+ Ka+Cos8,+Cos $n) = Kywko¥



i
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b.~ Desplazamiento y a m:

En este caso, el resorte K. se deforma comp se ve en la

figura, en la cantidad y-Cos a1

y vt
?‘31 U;b
O
8 Ky ﬁ (-5
61 }? 61
o) x’ 0 K] €46, 84 6, %

Tal deformacidn da lugar a una fuerza en la direccidn del

eje OX de valor
Fie(y-Cos §;)-{(Cos ©,)

De igual forma, tal deformacién da lugar a una fuerza en la

direccidon del eje 0OY de valor:

Kaiey«Cos2 §,
.o mismo podria hacerse para todos los demds resortes:
Direccidn 0OX ====3 KiryeCos T4 -Cos 9,
Direccidn QY ====> Kyiey-Cos2 @i |

En consecuencia, la resultante en la direccidn OX sera:

ye{ K, ,-Cos §.-Cos &, + meCos Q8xCos G + e +

+ KEnCos §n+Cos 8,) = Ky ¥y
Igualmente la componente en la direccidn OY valdra:

y*{ K1-Cos2 §, + Kz-CosZz §z + «== + nar D82 §na) = Ky ¥y
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~Teniendo todo ello en cuenta, las ecuaciones diferenciales

que rigen el movimiento del sistema seran:

MeX + l'::nu'}( + HKV'Y =

I
o

m'y + "c:y"-}( + ":Yy'y = 0

(sistema en vibracidén libre no amortiguada)

~Tal como hemps visto para sistemas de 2 GDL, la respuesta

de este sistema vendra dada por:
¥ = A, Sen (wat + F1) + Az-Sen (Wwat + 82)

k;-ﬁ;-Sen (W:_t -+ §1) + )\2'“2'59" (Wzt + ﬁz)

K
il

siendn Wi ¥V Wz las frecuencias principales v s ¥ Az las

relaciones entre amplitudes.

Cuando l1a masa vibra en el primer modo principal (Wwad, 1la

respuesta sera:

AsSen (Wit + 83)

X
il

B:,“SE'I'I (W;t + §1) siendo B:. = >\1'A1

~
1

Cuando la masa vibra en £1 segundo modo principal <w2>, la

respuesta sera:s
¥ = Az-5en (wat + &)

v = Bx'Sen {(wat + §z) siendo Bz = Jja*fA=z
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Sustituyendo en las ecuaciones del movimiento, se obtiene

para el primer modo

~meWaZ Ay + Ko Ar + Ky "By = O £11

—MaWgsd B, + ":yy'B-; + Kyg-gl = 0 £21
Haciendé 1o mismo para el segundo modo:

—~MewWzd Az + K Pz + Ky Bz = 0 [L3]

Multiplicando [11 por (-Az) y [2]1 por (-B=)3 [31 por (A1) ¥y

[41 por (B.), se tienen:

It
<

I

MewWaZ =Ay Az K "A1 "Rz Krxy"Az"Bi

Mewqeéd sHy=Bo k:yy'B:_'Bz - Kyg'ﬁz.'Bz = Q

~MeWn? Ay Rz + K "Br1Az + Kuy Az Bz = 0

~MieWp? sBy2Bo + K, sBy1+Ba + Ky Pz2-By = 0
Sumandol as:

MeBy Ao (W2 — Wi2) 4+ MmeBi Baos (Wa?2 — wWy2) = 0

lo que implica:
Ai1*As + EBi«Bx = O

Ecuacidén que expresa la orgonalidad de los modos, es decir
gque las dos lineés rectas a lo largo de las cuales vibra

la masa en los modos principales son perpendiculares.
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1-2.-VIBRACIONES EN AUTOMOVILES

-n automévil es un sistema mecdnico complejo que posee

muchos grados de libertad.

En forma simplificada podemos suponer gque s6lo se mueve en

el plano del papel, y que su movimiento consiste en:

a.— Carroceria: Traslacidn vertical tarriba vy abajo) vy
rotacién alrededor de su centro de gravedad.

b.- Ruedas: Traslacidén vertical solamente.

Si M1 y mz sONn las masas de las ruedas, vy M es la masa del
resto del vehiculo vy sus pasajeros, y éi ademas despreciamos
los efectos de 1la amortiguacidn, el sistema puede
msimplificarse como se ve en la figura, en donde ki y K=z son
las rigideces de la suspensidon, vy Kz v Ka las de los
neumaticos.

Evidentemente es un sistema de mds de 2 GDL.

Sin embargo, si la frecuencia de excitacidn debida a 1la
rugosidad del camino es alta, las ruedas se mueven arriba vy
abajo con gran rapidez. En este caso, vy siempre que 1la
frecuencia natural de la carroceria sea baja en comparacidn
con aguella, una muy peguefa porcidén del movimiento de las

ruedas se trasladard a la carroceria.
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En consecuencia, el movimiento de las ruedas y el de 1la
carroceria pueden estudiarse separadamente.
~Centrandonos en este ndltimo, el sistema puede quedar

reducido al de la figura:

Cuyo modelo matematico es el siguiente:

e

E%Ki Kz
(4 /o

~Para estudiar el movimiento, vy evitar el acoplamiento

inercial, puede tomarse el c.d.g. como  origen de
coordenadas, siendo estas el movimiento vertical de G, x(t),
vy la rotacidn alrededor de G, &(t).

~-Las ecuaciones que definen el movimiento se obtienen

inmediatamente:

s "

IF = 0 ===> mext = = Kyae(x = 13:8) — Kas(x + 12+8)

M P I8 = Kiol — 134-8)e]l4™ ¥l + 12+8)ela

) ==



- 1Tr 1 I

m O ¥ Ki + Kz —{Ky21y — Kalz) H O
LI S -+ " =

0 Iu 6 —(Kl'll hal K’.’:'lz) K1'112 - "‘:2'122 6 0

Suponiendo gue para esta vibracién libre el movimiento es de

tipo arménico:

M «Cos (wt + §)

¥ (L)

a(t) &3 -Cos (wt + &)

Derivando, sustituyendo v operando llegamos a la siguiente

ecuaciaon caracteristica:

- MvwW, + l*-.a, + "'::a - ":1'11 + K:a'lz

~ Kavlas + Koela ~Tm W2 + Kgpv1:12 + Koelz?

De donde se obtienen las dos frecuencias naturales w./2v vy

Wa/2T.
":1 + “‘:2 "‘:1'11_2 + "‘:2'122
N;.zz = Y. : + .
m Ias
":1 + |‘:z ":1'112 + Kz'lza 2 4"‘:1"‘:2'(11 + 12)2
+ + -

m Ia mela

~Conocidas las Ffrecuencias naturales pueden hallarse los
modos principales de vibracién, o relaciones de amplitud
{(respecto al giro, por ejemplo) para cada una de las

frecuencias naturales.
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p (laslay — Ka=1a)/m 1
= (wa (ki + Ka)/m — wal a
= (":1'11 - Kz'lz)/m i
= lwe (Ky + Kz)/m — wed b
Tales modos principales {(gue no son las verdaderas

amplitudes X vy &) se han representado en las figuras, y
permiten calcular los smodos (o puntos que no vibran) para

cada una de las frecuencias naturales.

(Obsérvese que si los desplazamientos y 1los giros son
pequenos, 1i/a y 1/b representan las distancias desde el
c.d.g. hasta el correspondiente modo - la tangente es

aproximadamente igual al &ngulo -)

Modo 1 (wa)d

/ST TS T S 7

Modo 2 {w=)

P ar v e ard T el



Obsérvese que si 0, en algunas de las frecuencias naturales,

cae fuera del automévil (por ejemplo, 0% en la figura)

efecto fisico seria gque a esa frecuencia natural,

el

la

carroceria de tal automévil sufriria fuertes traslaciones

verticales, y sin embargo peqguefias rotaciones.

fsi mismo., si el nodo O para la frecuencia fundamental
cae dentro del automévil, en la zona de los asientos,
auto seria "mas confortable”.

~Naturalmente, la respuesta del sistema serd del tipo:

2, Cos (Wt + &) + W aCos (Wa-t

elb

en donde X,, Mz, %1 ¥ = son ctes. a déterminar en funcidon

de las condiciones iniciales.

El movimiento resultante del automdvil es un movimiento

compleijo. combinacidén lineal del correspondiente a los dos

modos principales.
~Cuando wi: Vv wz estdn muy préximas, se produce en

automévil en vibraciéon libre el fendmeno de batimiento.

En efecto, supongamos gue el extremo izguierdo del chasis

separa 1 cm. de su posicidn de equilibrio, mientras gue

extremo derecho se mantienen en su lugar. Si a partir
esa posicion se libera el sistema, vy considerando

movimiento total como suma del correspondiente a las

el

&)

dos

frecuencias naturales, el movimiento transcurriria como se

ve en las figuras (suponiendo w= > wWi)



3]
&
o

(b)I;/’//i;// D - ‘ + \\\\\\\,/////’
\< e / ~—

\\
o~ ~ (b4\ (bl)
NOTA: Se ha tomado Ki = Kz v 11 = 1. En estas condiciones,

el modo 1 es una traslacién pura v el modo 2 una

rotacidén pura.

Al soltar el lado izguierdo, el automdvil vibra como se ve
en la figura (a) (manteniéndose D fijo)

FPasado wun cierto tiempo, al ser wa * Wy, el sumando
rorrespondiente al giro adoptard la forma guue se ve en  la
figura (b)), con lo cual el automdvil vibrarad como se ve en

la figura (b). El1 extremo I serd el "inmaévil".
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1-3.-TROANSMISIBILIDAD DE VIBRACIONES SOBRE SOPORTES LIBRES

En el caso de que el sistema vibrante no se una a un soporte

rigido pueden presentarse dos casos

a.-Gue la masa m. Se una por medio de un resorte vy
amortiguador K., €2 & la fundacién, de masa m=, la cual
a su vez se supone unida al soporte rigido por el resorte
y amortiguador kK=, c= {(este es el caso de un motor unido

a una bancada, la cual estd descansando sobre la tierra)

M 4H— MAguina
F‘Lt) l T

T . -
Ka % Lrlm r _l_

Bancada ¥

«— S~ K L]Jc

- H
~2

ﬁ‘///TEFFEHD

b.—-La masa m, =e une a la masa m= por medio del resorte K y
el amortiguador c. (Este es el caso de motores de avidn O
barco, unidos a 1la estructura soporte, ala, casco, de
menor masa)

En ambos casos el movimiento de la masa excita otro en el
spporte, de modo que se trata de sistemas vibrantes con 2 GDL
~Fara simplificar la exposicidn vamos a realizar el estudio

de ambos casos en el supuesto de ausencia de amortiguamiento.
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Suponiendo que sobre mai actie la

fuerza F() = Fg«Gen wet las

ecuaciones del movimiento ser an

MygoeXHygy — K1'(Kz - X1) = FQ'SEH Wat

Moo + Koo + K (X — ¥a) = 0O

. Fartiendo de uwunas condiciones

iniciales nulas, podemnos

prescindir del término obtenido de la resolucidén del sistema
homogéneo, quedando la respuesta del sistema forzado reducida
al andlisis de la solucion particular del sistema completo.
Tal solucidn es del tipo

g = M ;:5en (wet + §)

e = MoarSen (wet + §)
Como:
,1 = —wg_-xl-Sen (Wet + @)
;; = —wé-}tz-Sen (Wt + &)

Gueda, sustituyendo y operando:

(—My Wl + K)o,y =« Ky = Fo

oMy + (~MorwWe? + Kz + Kp)eXy = 0

De donde se obtiene:

FO'HI
e =

(Ka — MmyrWel)e(kK; + K — Ma*'wWeg?) - ka2

l.a fuerza transmitida a la base sera:
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Fo"‘f;"‘:z

Fre = KXz =
(Fig — My Wl ) e (kg + Ko ~— MasWel ) — k.2

vy la transmisibilidad sera:

Frem K

TR
Fe (1 — mawWwgd A1) (K3 + Ko -~ Mo wegd) — K

(i m= < mi, la cimentacién se denomina ligera. Caso

contrario, pesada)

Caso b.~
Suponiendo que sobre my actie la
Ft) fuerza:
IEY
I l Fi(t) = Fo'Sen wet
Ha
[ lL.as ecuaciones de movimiento
Serans
l M, F_l
Xz
MaeMy + Ke(yys — %2) = ForSen wet
Moo + Kol — %) = 0

Las soluciones particulares (régimen permanente) serian del

tipo:
g = X;-Sen Wzt

e = MW oasS52n wet

Sustituyendo y ordenando:
a2 dE = Myirwgd) = Koz = Fo

Kain(=FE) + (K = ma -wWe2) X =

L
<

De donde se obtiene:

Mz Mz We? — Kel{mg + Mz) "Wel



flue también puede escribirse:

Fo

}tz =
» {m, + mz)'Wé'[(NEZ/W12) - 13

Siendo wi: la frecuencia propia fundamental, obtenida de 1la

resolucion de la ecuacion caracteristica, y de valor:

K

My ma/{Mms + mMmz)

En este caso particular, 1la fuerza transmitida al soporte
libre (casco) serd, precisamente, equivalente a su fuerza de

inercia, es decir:

M= Fo
Fom = m;-w;z'}{z = . £i1l
My -+ Mz (WEZ/W12) - 1
¥ la transmisibilidad sera:
Mz i
TnR- = " [2]
My + M (W2 /Wye2) - 1

ComD puéde observarse, esta expresion [2]1 es la misma que la
{31 para soportes rigidos con 1| GDL, con amortiguamiento nulo

(¢ = 0), s0lo gue alli la wWn = S E/m), vy aguiz

We = JE/(Meama~{ms + Mx)

Tal diferencia lleva a una interesante conclusidn: en efecto,
en soportes fijos el resorte deberia tomarse, para lograr una
baja transmisibilidad, de manera gue se logre una frecuencia

natural w, alrededor de 1/3 de la frecuencia perturbadora we.



En nuestro caso, Yy suponiendo un motor 10 veces mas pesado
que la cimentacidén (ala de avidn, por ejemplo)
K K My + Mx K 10 + 1 K

11—
Myvmas/ (M + Mmx) Mg Mz My 1 m

wWpd = = . = »

lo que indica que para conseguir la misma proteccion, el
resorte debe ser 11 veces mas flexible que si la cimentacidn
fuera fija. (Por ejemplo, uwtilizando wn mismo tipo de
resnrte,‘ para conseguir idéntico aislamiento de un motor
sobre el suelo fijo, o sobre un casco de barco, habria de ser
11 veces mads largo en el segundo supuesto, 1o cual,
obviamente, acarrearia graves prnblemas de estabilidad para

21 mismo)
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1-4,.-AISLAMIENTO DE LAS VIBRACIONES. -

1-4-1.-AMORTIGUADOR DINAMICO DE VIBRACIONES, NO AMORTIGUADO

-El1 absorvedor de vibraciones mas simple es el mostrado en

la figuras:s

F(t)Imu— ; ———1 ¥a

3
%
N

Consta de una pequefa masa m unida por un resorte k a la
gran masa M., unida a su vez al soporte por medio del
resorte K.

-L.a dnica condicidn impuesta, como luego veremos, es que
la frecusncia patwal del absorsor (o amortiguador)
acoplado wa = Jk/m sea igual a la frecuencia we de la
fuerza de excitacidn.

En este casp, como vamos a comprobar, la masa principal M
no vibra en absoluto, vy 21 pequefo sistema k + m vibra de
tal manera que la fuerza del resorte es, en todo instante,
igual y contraria a Fo-Sen wet

—-lLas ecuaciones que rigen el movimiento de las dos masas m
vy M, del sistema de la figura, vienen dadas por:

M © }"I;, K o+ k o ¥ Fo

- .= + - = 'SED wEt [1]
QO m Yo 3 k K Q
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o también:

Mayy + (K + 1)ex3 ~ koettz = Fo-5en wWwet

Mee = k'){:, + k'}ﬁz = Q
Fartiendo de unas condiciones iniciales nulas la vibracion
completa del sistama quedara reducida a la solucion

particular de las dos ecuaciones anteriores, gque como

sabemos son de la forma:

¥y = ¥ ,-8en wet
He = M o-5en wet
Sabiendo gue:
1 = —e? o X 5 -Ben wet
"‘2 = —Wel? X -5en wet

Sustituyendo y operando, gqueda:

el ~Mewg? + K + k) ~ keXa = Fo
£21
ke, + Mas(-mwe + k) = 0O

Llamando para simplificar:-

M oawt = Fol/K = flecha estatica de M

We:2 = k/m = Frecuencia natural del amortiguador
§in2 = K/M = Frecuencia natural de la masa principal
1] = m/M = Relacidn de masas

Entonces, las ecuaciones pueden escribirse:

b W< k
3-’41-[1 + + ] - }{2-——- = }{-.t
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(e

Despejandao 2, vy XM= quedaj

- 1 = (Wi /wat)

X iwwe [1 — (We? /wa2)1[1 4+ (k/K) — (Wegd/a8)1 —(k/K)
£[41]
= 1

X cast [1 - (Wwe2/Wa2)1sL1l + (L/K) — (we?/fla2)] ~(k/K)
De 1la primera de estas dos ecuaciones [4] se observa que
cuando We = Was A1 = 0, para cualguier valor de 5.

En este caso,

o4 Fo
o = - X omwe = -
k k
Es decir, cuando wWe = Was
Wy = 0

~{Fa/lt) -Ben wet

Ko
{(Como se observa, la fuerza en el resorte amortiguador
varia en —-Fo-Sen wet, que es igual y contraria a la
exterior aplicada).
~Como el efecto del amortiguador dinamico de vibraciones
es eliminar estas en las frecuencias de resonancia o
préximas a ella, es importante analizar el comportamiento
del conjunto para tales valores de la we de la fuerza de
excitacidn.
For ello es interesante analizar el caso en qQue Wa = Saa
valores para los cuales es facil comparar la respuesta del

conjunto a la frecuencia de excitacion we.

En este caso, k/m = E/M & k/K = m/M = p.

l.Las ecuaciones [4] resultan entonces:



oy 1 ~ (wgd /wad)

ient [l — (Wef /Wa2)]1[1 + p = (We2 /Wa2)] — p

£S53

P 1

X oant [1 — (W2 /We2)1sL[1 + p — (We2/WaZl)l — p

Fara obtener los valores de las frecuencias de resonancia
del sistema, basta con igualar a cero los denominadores de

las expresiones [51 (que, evidentemente, son iguales)
[1 — (W2 /Wa2)lell + p - (W2 /We2d)l - p =0
o tambieén

0 L&l

W/ Wal)? — (We/Wad2(2 + p) + 1
Ecuacidn de 4° grado, o de 29 grado en (We/wWa)2, Yy Cuyas

soluciones sond

(We/Wad2 = [1 + (p/2)3 £ & p + (p2/4) £73

Esta ecuacidon se puede representar graficamente como se ve

Wee/ Wa en la figwra. En ella se
1.5 A
— 0¥ observa, por ejemplo, gue
1.0 \\\\\ un  amortiguador con  wna
e — e =—=0% '

masa décima parte de 1a
0,5 '

principal, origina dos

frecuencias de resonancia

0 0,1 0,2 0,3 0,4
}_l

o

a3
m/M
del sistema combinado de 1,17 v 0,85 veces el valor de la

frecuencia de excitacidn
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Wep/Wg = 1,47 == wg = 1,17:°wg = 1,17-ﬂn
(pues hemos supuesto Wa = fia)
Las ecuaciones [51 se representan en las figura para
o= 0,2 = 1/5 v Wa = 8n
T B o
:i |!| ‘ ]
. | )
© i T © K
|l |- ~b
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Movimiento de x,;:
—~Fara wg= 0_..' i = XHiwate

—Fara we * 0, pero peqgquelos, >fi es positivo, al serlo el
numer ador y denominar de [51.

—Fara we = 0,8 "Wa = 0,8-%, aparece la primera resonancia.

. se hace infinito.

~Fara ws > Q.8 Wa, pero prdéximo a este valor, el

denominador se hace negativo (lo cual significa un destfase



"instantaneo” entre el movimiento de l1a masa . y el de
la fuerza aplicada F(t)).
~Fara We = Wa T $ins M1 = 0 La masa No S8 mueve.

1.25-9%. Aparece la sequndga

~Fara W = 1,285-w,
resonancia. ®a. vuelve a hacerse infinito.

~Fara wg * 1,25uh,adquiere de nuevo valores negativos (se
origina un nuevo cambio de fase).

~Fara valores grandes de we, la ¥ ,; se va haciendo cada

vez mAsS pequena.

Movimiento de xo:

En este caso el comportamiento es el descrito en la
figura.

Como el numerador es constante (igual a wnol), los cambios
de signo se deben a los cambios del denominador de [51, es
decir, s6lo en los puntos de resonancia (y no Ccomo i,

también en we/We = 1)

NOTA: For 1o expuesto' s evidente que un amortiguador
dinadmico de vibraciones sdélo es atil en los casos en
que la frecuencia circular de 1la fuerza de
excitacion es constante.

Entonces puede trabajarse con un amortiguador
dinamico dado por wWa = - con amplitudes de x. nulas
(y ¥z pequefas), en las prodimidades o en el punto
tde resonancia.

Este es el caso de las maquinas acopladas a motores

eléctricos de velocidad constante.
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Tal dispositivo es totalmente indtil en maquinas de
velocidad variable (automévilés, etc.), pues s6lo
lograriamos reemplazar una velocidad de resonancia
por otras dos.

Fero atn asi, puede lograrse una cierta utilidad a
estos amortiguadores dindmicos, si introducimos un
amprtiguamiento © en la masa compensatoria, como

veremos mas adelante.
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1-4~2.-AMORTIGUADOR DINAMICO DE VIBRACIONES, AMORTIGUADO

Responde al esquema

representado en la

kK

figura. Las ecuaciones

gque dan el movimiento de ™

las masas My m pueden j Fo+sS5en wet

escribirse:

Mesta + Kantyg + ke(styg = M) + C=({¥ 1 ~ ¥z) = FaorSen wet

Moo + keoldag — %1) 4+ Co{de — %e ) = 0O

En principio, vamos a olvidarnos del movimiento transitorio
{vibracién amortiguada) y analizar solamente el movimiento
permanente o vibracidén forzada.

Ensayvando soluciones particuales del tipo:

e = xl.ei'wﬂ't

o = Maprel-wE-t

gueda, después de sustituir y agrupar términos:

(~Mewmz + K + k + iowg )o@y — (k + 1swgeCc) e HHo Feo

- {k + iowmec) X, + (Mo + Kk + ilewWg+C)oHWa = Q

Resolviendo para ., ya que el movimiento de m no tiene en
principio mucho interés, tendriamos:
{k - meHgl) + ieWeet

X1 = Fo' [13
[{-Hewg?2 ¢ K)ol-powe? # k) - mewglek] & ivvipero{-Notig? + K - fongl)




ue también se puede escribir:

Fa-(A + Bi) (AC + B«D) + i-(B-C ~ A-D)
M, o= = Fg-
(C + Di) Cz + D2

Con lo cual el médulo sera

082 + K2
| ¥ =/
£z 4+ D=2
gue queda al sustituir:

IX 1|3 {k - newe?) + welor?

21

Fol [t-Bewe?t + K)ad-mobig? & k) - Bowglok] ¢ Mglor2e{-Howg? + K - D-wet)?
Como vemps, la amplitud del movimiento de m, |}C1!, depende
de 7 variables: Fo., Wes Cy, K, ky M vy m.

Fasando a valores adimensionales, y llamando:

U = m/M

Wat = k/m = frecuencia natural del absorsor

R = K/M = frecuencia natural sistema principal

f = Wa/Sin = razén de frecuencias naturales

(n] = We/We = relacién de la frecuencia forzada con la

del absorsor

M ame = Fo/K deformacidén estadtica del sistema

principal

Ce = Zmova amortiguamiento critico del absorsor
Con esta nomenclatura, la ecuacidn anterior se transforma

en:

IX 1' [2:4C/C)-nl2 + (g2 - f2)2
= [33

X ast [2:(C/C)-gl2{g2 - 1 & p-g2)2 + [p-f2.92 - (gt - 1)-{g2 - f2)]2
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Con 1o que gueda la relacidn de amplitudes l?t;!/}t-.t en
funcidn de cuatro varibles, p, C/Cey £ ¥y Q. o

La figura muestra la grafica de I}{llfhc..t frente a g (o lo
gue es lo mismp, we) para un sistema con f = 1 (o Séa,

Waa = 8a) v B = 1720 v, diferentes valores de C/Ce.

Como se ve, para C = 0 estamos en el mismo caso anterior,
de vibracidén libre no amortiguada. La gréafica presenta
dos picos de resonanﬁia, de amplitud ®, vy una amplitud
nula para we = f8a = w-a

Fara C = @, la ecuacidén gue da |x1|/x-.t se reduce as

2
I}Cll 1
W ot (1 — g2 — p-g2)2
Con una asintota para: g2 = 1/(1 + p) = wWel/wal
En esta situacidn, we?2 = (m=-2)/(m + M) = K/(m + M), es

decir, el sistema se comporta como una sdla masa (m + M)
sometida a vibracidén forzada, presentando una amplitud

infinita para ese valor de wWe-

X, T T
f

=0 . c=0
. i :%t b \ i =m- =
1z Il \) o&- | | Fem=z0
AV | _ Wa -
8 IR\ § bt 4

tzly/ \\\ \ / \\
// \\ \

P LN SOV NN

B
N

O
Q,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3
Q=We/nm

En la figura se han representado los valores de 3 i/X ea=st

para C/Cc = 0,10 vy C/Cc = 0,32,
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Como puede observarse, todas las curvas se cortan en dos
puntos F y @, con independencia del valor de C.

Ademids, para valores de C diferentes de 0 ¢ o, las
amplitudes de M son siempre finitas.

-El problemas que se presenta en el disefo de un absorsor
de este tipo es el lograr gue los picos de respuesta sean
lo mas bajo posible.

'Para ello, en primer lugar, podriamos ir variando el
amortiguamiento C/C-. hasta lograr gque la curva tenga un
maximo en 1 punto F {(tangente horizontal en F).

En’ segundo lugar también podria modificarse el valor de

f = wg/Sin,__pussto gque con ello, los puntos F y & van

cambiando de posicidn (uno de ellos "asciende” y el otro,
"desciende").
Obviamente, el disefo mas favorable es aguel gque conjuga
ambos supuestos, que en todo caso seran:

a.—~ Funtos F yv 0 a la misma altura

b.- Curvas con maximo en F o en & {(tangentes

horizontales en esné puntos)

-Para calcular todo 1o expuesto, volvamos de nuevo a la
ecuacion que da ’|}{ 1]/ X aue-
los puntos F y 0 serdan aquéllos cuyas abcisas que hagan
que |x1|/x..t sea independiente de C/C..

La ecuacidn L33 pueds escribirse:

Ix;l ' PH_(C/C:)E + K
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que sera independiente de C/Ce cuando sea A/C = EB/D, O

sea, cuando:

:
. 7T v - g2

gz — 1 + p-g2 pef2ag2 - (g2 - 1)~(g® — f2)

gue podemos escribir también:

1 gz -~ 2

gZ - 1 + p-gz p-42-92 - (g2 - 1)-(gZ - §2)
a.—- Tomando el signo (-) gueda:

”.{2-92 - (gZ — 1)-(92 - f2) = —(g2 - fZ)-(gE - 1 + p-gZ

pef2ege = —p-g!-(gz - 2
2 = —gz + f£2 === g3 = 0
gue quiere decir que para g = 0 === wg = 0, 1la l)(lles

independiente de C/Ce. (Resultando trivial).
b.- Tomando el signo (+), gueda:
1 4+ f2 + pe-f2 2f2

gt — 2-g2-. + = Q £41
2 4+ p 2 4+ p

gque es una ecuacidén de segundo grado en g, con dos
raices, gque son las abcisas de los puntos F y @ buscadas.

~Fara modificar la "altura" de los puntos P y @ podemos
modificar +f. Fara saber cual valor de f hace gue F v @
tengan la misma altura podiamos sustituir los valores de
gx VY 0= obtenidos de [4] en la ecuacidn [31, vy después,
igualando las dos expresiones asi obtenidas, calcular f.

Fodemos abreviar el cdlculo si pensamos que Py @ no
dependen de C/C.. For tanto, podemos operar con 1a

ecuacidén [3]1 en la que C = =,
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Entonces, [3] gueda reducida a @

b Y 1

M ant 1 - gZ-(l + }.l)

Sustituvendo g. ¥y g= queda:

1 -1

1 — ga2={1 + 1) 1 — g=2-(1 + )
(E1 signo (-) se debe a gque en realidad la curva deberia

ser negativa para valores de g mayores que los de

resonancia - pagina -—-- 48 —-——-).
Operando:
2
gi12 + gmf ® ——— : [S51]
1 +p :
Como en una ecuacidon de 29 grado, ax2 + bx + ¢ = 0, el

coeficiente -b es igual a la suma de las raices, podemos
poner, en [43

2ol + £2 4 pef2)

glz +g.22 =
2 4+

que por comparacidén con L33 da:d
Wan 1

T SR — [&d
L 1 +n

Tal es el valor de f gue hace gque F yv & tengan la misma
"altura".

Una vez hallados F y B, e igualados en altura a base de
una relacidn conveniente entre wWwea ¥ $#a: hemos de ir
variando C/C. hasta lograr gue en uno de los dos puntos la
tangente sea horizontal (en ambos puntos P y @ nunca

pueden ser simultAneamente mAximos en tales puntos).
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En la figura se han representado dos curvas, para dos

valores de C/Ce. Una es maxima en F, pero no en @, y la

otra, al reveées.

’Xj_l i&
Ket.
1z y ___._‘q. = O,ZS
8
4
O | 9= Wi, # Wefw,,

056 0_17 ()58 C‘,q 1,0 1_11 152 v1,-—:‘
Fara calcular ‘}Eil en los puntos F y B, ¥y dado que en esos
puntos, !}c1| es independiente del amortiguamiento,

podemos sustituir los valores de ga: v g= €n la ecuacion:

'}{1| ' i

> omt 1 - g?--(l + ],J)
queda, finalmente:

le, = xu-t"\‘ 1 + (2/}')

{(Recuérdese gue se tiene que cumplir que £ = 1/(1 + p))



2.-SISTEMAS DE TORSION

?-1.-VIBRACION DE TORSION EN EJES, CON 2 GDL

~Supongamns el eje de la figura, con 2GDL.

- ~Sean Feia Kea Y Kes las
K Tl ke T Kes 7
ta Tt T 7 rigideces a torsién de cada
v,
|| d uno de los tramos {(gue se

suponen de inercia

despreciable frente a la de

ANN

TT 7T

1as masas concentradas).

~8gan I, & Iz las inercias de
las masas rotatorias.
~Cuando al sistema se le aparta de su posicidn de
equilibrio (por ejemplo, girando el disco 1 el 4&angulo 8.0
v al disco 2 el angulo 8=o). ¥y luego se le deja libre, las
dos masas iniciardn un movimiento vibratorio.
8i los pares exteriores son nulos (vibracién libre), las
ecuaciones diferenciales seran:

1,83 = —Kep"91 —~ Kem* (6, ~ 6z)
1 A
12-92 = - ":tz' (ez - 61) b ":trs'sz
Ecuaciones que también pueden escribirse: /
11-61 + (l":t_,l + l‘::tz)'e:. - l“:tz'ez = 0
£21
IoBa — Fea®;y + (Kea + Kex) "0 = 0
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8i el movimiento resultante es de tipo arménico, las

spluciones seran del tipo:

8, = ACos (wt + &)

L33
8- = E-Cos (wt + &)
Derivando, sustituyendo en [2] y opperando se obtiene:
(Kea + Kea = Tivw2)-A - Kes=B = 0O
£41
- Kez=A + (Kez + Kexs — Izsw2)B = o)
Sistema de ecuaciones algebriaicas en A y B.
lLa solucidn no trivial implica:s
Kes + Mesm — Taivw2 ~kKez
= 0 £33
—Ke= Kez + Kexs — Inowi

De 1o cual se obtinen la ecuacidn caracteristica:s

Kes + Fez Kez + Kes
(w2)z - { + ].wz +

I; 12

FerKea + Kea*Kex dHexsKea

Ii+12

Gue nos da los dos valores de las frecuencias circulares
naturales wi ¥ Wa.
For consiguiente, 1la respuesta del sistema serad de 1la
forma:

8;(t) = A, «Cos (wy=t + 1) + Az=-Cos (wWea-t + §z)

L6l

Ba(t) = By~Cos (wye-t + 8,) + BEz+Cos (We-t + =)

en donde A,., B, Azy Bz, &1 vy $z son constantes

arbitrarias. a delerminar



Las razones de amplitud

facilmente,
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resultando:

o modos principales pueden hallarse

ez Fez + Kex — Iaowaiil i
R1/B1 = = =
Fea + Kez — Taiowa? Kem M1
Kem Kea + Kes — Iz wa? 1
Ax/Bz = = =
Fer + Kez = Ti-wa? Kez Az

En consecuencia,

By (t) =

Bx(t) =

A:Cos (weielt + $4)

las ecuaciones [&] pueden escribirse:

+

Az Cos {(Wa*t + 8z)
71

Xi:01-Cos (Wit + 83) + Az+Az+C0s (Wa-t + §2)

lLas constantes Ai.

ﬁz’

. v @z pueden ahora determinarse en

funcidon de las condiciones iniciales.

En el ejemplo

€,

6=

= 810

=0

=21

€=

NOTA: Todo lo

rotatorios.

En efecto,

gue venimos desarrollando:

expuesto también puede ser aplicado a arboles

supongamos el Arbol de la figura, girando

a velocidad constante 9o.

=

i

Si en un instante cualguiera
s@ aplica un freno en D, gue
impida el giro, el sistema
iniciara Lin movimiento

vibratorio, bajo las

condiciones iniciales.



8, = 0 G, = S
t = c’ - -
B = 0 8z = 8o

Siendo las ecuaciones del sistema las mismas

antes.

de
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2-2.-SISTEMAS DE TORSION SEMIDEFINIDOS

~Un sistema de torsitn se dice que es "semidefinido” cuando
una de las frecuencias naturales es cero. En tal caso, no
hay movimiento relativo entre las masas. El sistema no
vibra y se comporta como si fﬁera rigido.

-En la figura se ha representado uno de estos sistemas, de
2 GDL., que puede representar en esguema un grupo
motor—alternador, unidos por un Arbol de rigidez Ke.

1. e I= representan las inercias del motor y del generador

respectivamente.

Si 1= 29 Y =P s0N los
desplazamientos angul ares
| ke v N ;)é debidos a 1la vibracidén del
o 77 . .
sistema, las ecuaiones
I& diferenciales del movimiento
T4
serdn:
1.89; = — Ke (8, — 62)
T N
Izl = - ke (B — Sq)
En forma matricial:
I:, 0 91 l‘:t - Kt 91 0
L] = LS " =
0 I:_- 9';:_ - ":t Ht 92 0

Al ser el movimiento de tipo arménico:

&, (t)

ACos (wt + §)

D= (t) B«Cos (wt + §)
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Derivando y sustituyendo en [11, tenemos:

1
ke = w21, - Ke A Q
- Kg Ke — wédaly B 0

Con 1o cual la ecuacion caracteristica se obtendra de

Fle — wédaly - Ke
= 0
- Kt_ :t - Wz'Iz
Opsrando, obtenemos:
Ke Ke
WeE e e - + = 0
1, I>

De donde se obtiene las frecuencias naturales circulares:

Wy = 0O

Wo = -5 ":g‘c(1/11) + (1/12)
Las relaciones de amplitudes para cada frecuencia natural o

modos principales serand

L= ] e Fe = Wi2 ela
= = = 1 para w, = Q
E’z Fe — w12 'I:, Ke
5 11
ey e e = Wl Iz
L= B Ke — wWwa2 1,4 Ke 1,
- 42
1 i
para wg = Kt-[ + }
1, I=
~Como  se ve, para W, = 0, B8,/&8- = 1, es detir, no  hay

desplazamiento relativo entre los discos. Se mueven como un

todo. Este modo se denomina "modo cero®.
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~Fara w=, ambos discos oscilan en direcciones contrarias,

como se ve en la figura. A

El punto N no vibra, y N‘/[e,_
%
=1 el nodo de la Q.L”’,//”
/

vibracién.

~-Las verdaderas amplitudes del girp de cada disco se

obtendra en funcidén de las condiciones iniciales.
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2-Z.-VIBRACIONES EN ENGRANAJES

-En muchos casos se tienen sistemas Qibrantes de 2 G6DL, del
tipo motor-alternador, por ejemplo, que giran a diferentes
velocidades, es decir, gue estan conectados por un cnﬁjuntn
de engranajes.

En la figura se ha representado uno de estos, en dﬁnde se
supong gue la inercia de las ruedas dentadas es despreciable

frente a las de las masas 1 y 2.

=31 n es la relacidn de

transmisidn entre las dos

ruedas dentadas, podemos

reducir la inercia de 2 al

eie 1., asi como la rigidez

{(segun vimos en dinamica de

maguinas).

Izt = n2«.Jl= {(momento de inercia de 2 reducido a 1)
Fez? = n?2-Kee (rigidez de 2 reducida a 1)

Segun esto, tendremos el siguiente sistema equivalente:

Ko K,

I,

Iy

fue a su vez equivale {(poniendo la rigidez suma) al sistema:

i i i . Nne =skes ke
= N + H Kee =
e K‘t;. Kem? Keas + N2 aKem




i
~
i

Kee

L.

Sistema gque es exactamente igual al estudiado anteriormente.

lLLas frecuencias naturales serdn (en Hz)

N vkes "Kea 1 i
fz = 1/2w- . +
kKes + N2 oken I, neeala

NOTA: 6i se incluyeran las inercias de las ruedas dentadas,
podriamos reducir la inercia de la rueda R2 al eje |1,

Yy luego suponer la inercia suma.

Igzt = nEelme
Fin = Ims + N2 s lpa {(inercia total del conjunto
ruedas)

El sistema equivalente sera:

—
N .
I<t1 . Ktz
Tre ,
| IL
I,

que es un sistema de 3 GDL, gue serid estudiado en el

siguiente tema.




Z-1-.CARECEQ DE ARBOLES. VELOCIDADES CRITICAS. -

~Con el desarrollo de magquinas de alta velocidad suwgid un
fendmenc "peculiar” en los arboles rotatorios:

Estos se "argueaban”, tanto mas cuanto mayor era su  velocidad
de rotacién, de manera gue su eje geométrico no coincidia con
la linea gue unia los apoyos.

For otro lado, el plano formado por el eje geométrico del arbol
deformado v la linea de apoyos también iba girando(fendmenc
conocido en inglés por "whirling” y gue nosotros denominamos
"rabecen") siendo su velocidad de rotacidén igual a la de giro
del Arbol sobre si mismo, o incluso diferente.

También se observd, (en un plano transversal a la linea de
apoyns) gue €1 centro geométrico del arbol describia unas veces
una circunferencia, vy otras una elipse. Incluspo, a ciertas
velocidades de rotacidn (11amadas criticas)_ tal elipse se
alarga fuertemente segin uno de sus ejes, de modo que la
trayectoria del centro del arbol tiende a ser practicamente una
linea recta: el Arbol vibra violentamente y puede llegar a
rFOmperse. |

-Todos estos  fendmenos son el resultadeo de varias causas
obrando conjuntamente, entre las gue cabe mencionar el
desequilibrio de la propia masa del arbol {(gue actda como una
fuerza excitadora, de la misma frecuencia gue la rotacidon del
arbol), el amortiguamiento interno o histerético, el
amortiguamieﬁta externo {(rozamiento con el aire), fricidn
fluida en los cojinetes, rigideces de estos, fuerzas

giroscépicas, etc., etc..



~f continuacidn vamos a realizar un estudio de estos fendmenos
en 1 caso hipotético de wun &rbol ideal, con sSU masa
concentrada en un disco central de masa My centro de masas G,
desplazada la distancia e = 86 de su centro geométrico (s) por
motivo de un equilibrado imperfecto, vy gue gira sobre si mismo
con la velocidad angular wWe.

Supondremos para generalizar que la seccidn recta del arbol es
tal gque su rigidez a flexidén es diferente en dos planos

perpendicul ares.

También supondremps despreciable el Y
amortiguamientn interno, peroc no asi %Z%

el externo, cuya constante * —% *
l1lamaremos c. Y

~En la figura se ha representado el érbnl giratorio vya
arqﬁeadn, asi como unos ejes X-Y fijos a los apoyos del arbol.

Dado que la posicién del disco viene dada en cada instante por
las dos coordenadas ¥ & y de su centro geométrico, se trata de

un sistema vibrante de 2 GDL.
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Obsérvese que el angulo © define la posicidn del plano ASE
respecto al eje 0X, de manera que é serd la velocidad con 1la
gue gira tal plano (whirling). El Anguwlo & da, en cada
instante, la posicién del centro de gravedad G respecto de la
linea 0OS8.

~FEn tal sistema de coordenadas puede escribirse:

——— -
Fre = 06 = (4 + e:Cos Wwe=t)-i + (y + e-8en we-t) -]

Derivando dos veces:

& u a a " —

Fa = (1 — BrWe? -Cos Wg't)';b+ (y — @we? sSen We-t) ]
que es la aceleracion de G.
Tal accién es contrarrestada por la elasticidad del arbol
flexionado v por las fuerzas debidas al amurtiguamientn.
Estas dos altimas actdian sobre el cehtrn geométrico 5.
fAplicando la segunda ley de Newton (SF = M, segun las
componentes ¥ e y, se obtienen:

kg ON = CeH me{ — @ We? Cos we-t)

—Hpyport — Coy mely — Brwm? «Sen We-t)

que también pueden escribirse:

m-;.+ c-; + Keu ¥ = meeeWelCOos We-t) ri1
m-;.+ c-; + Feyry = Mo wel -5en wg-t) £21
Como se ve, forman un sistema desacoplado, por lo que ambos
movimientos, seggn 00X v segun 0Y, pueden estudiarse por
separado.
Se observa gue la fuerza de excitacidn es la misma para ambos,

pero desfasada w2 ( La primera es Cos we+t v la segunda

Sen we+t).
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NOTA: Es facil comprobar que si se
hubiera elegido 21 sistema
de coordenadas de la figuras

las ecuaciones del sistema

hubieran resultado acopladas.

Las ecuaciones [13 vy [2] son idénticas a las que definan la
vibraciéon de sistemas de 1 6D, excitados por wn rotor
deseguilibrado.

Tal como alli vimos, la respuesta permanente del sistema sera:

#{t) = MCos (We-t — §.) £33
y(t) = % -Sen (we-t - 3,) £41
siendo:
=X W

o=

F1 = Fa2d2 + (2, o) W = AFen/m

f',.g bl WE/an

gt o=

ST = 1,212 + (2-%,-7,)¢2

My = We/Wn,y
25T, E, = C/2M"Way

&, = tag—1-



En forma grafica:

/e e

En consecuencia, el movimiento del centro 8 del disco es la
SUma de dos movimientos vibratorios arménicos de igual
frecuencia (we), perpendiculares entre si, vy de distintas
amplitudes » e %'. Tales amplitudes dependen a su vez de We Yy
de c.

El resultado, como sabemos, puede ser una circunferencia, una
elipse e incluso una linea recta, dependiendo de las relaciones
entre tales valores.

~Caso_en _gue Ke. = Keo = Ke (Arbol circular)

En este caso:
Was = Way = JKe/M = Wa
£ = By = C/2M W
s decir, las dos frecuencias propias tienen el mismo valor.
En estas condiciones:
e.r2

o W = L5513
Sl - r2)e 4+ (2«f.)2

ﬁ’g = §y = § = té\g—"'——'-———--—- . [6]
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Dividiendo la ecuacién [41 por la ecuacion [5]1, se tiene, para

este supuesto:

tag 6 = w(t)/ X (t) = tag (We-t - &)

es decirs

& = W=t — & £713
de donde se deduce:
o= we
Es decir, cuando Kex = Keyy 1a velocidad con la que gira el

plano del Arbol (whirling) (é), es igual a la veloocidad de
giro del propio arbol (we.

Esto se conoce como "cabeceo sincrénico.

Fn este casp se ve facilmente que el cambio del arbol describe

una circunferencia:

08 = Juz + y2 = = cte. £81l

La ecuacidn [71 indica gue en
este caso 8 es el angulo entre
las rectas 08 y 8G, como se ve

en la figura.

X

De la ecuacidén [6]1 se deduce gue para cada we se tiene un

angulo § diferente:

25 (W=l W)

tag 8§ =
1 ~ (We/wali
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Cuando we << Wa « & < wW/2
Cuando We = Wa « 8 = w/2
Cuando wWe >> Wa » 8 > w/2

Es decir, a medida que aumenta

a ir coincidiendo con el eje de los cojinetes.

we 21 centro de gravedad tiende

8i se analiza la ecuacidon [83, vemos que tiene un maximo para
el valor de we gue hace gque la derivada respecto de we de tal
expresidn sea cero:

. 2 (We/ Wl

0s =

\///[1 - (We/Wad232 + [25« (We/Wa) l2

Fara cualgquier otro valor de we, 21 radio 6§ &5 menor.
Fara we ¥% W, 08 —> e y &8 ———>» w, s decir, el centro de

masas se sitda en la linea de cojinetes,

circulo. El1 &rbol flexado, de centro 5,

8 = We. Todo lo expuesto se representa en forma grafica en

figuras:

sin describir ningdan

gira alrededor de G con

las

Y b
e We.
- N\ o0
s 3 N
/ = § //
/ > s
X f ) ¥ X e
\ \-/-/ .\\X //
\ /
é_\>\\ _ //
We ¢ Wa We=Wn e >Wn

NOTA:Obsérvese que si un Aarbol no estd sometido a esfuerzos

flexidn, su rotacidén en las condiciones anteriores

introduce tensiones de fatiga, va gue la zona sometida

de

no

a
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traccidn (parte rayada en la figwa)continda sometida a
traccidn durante todo el giro a la velocidad Ve
Igualmente sucede con la parte contraria sometida a

compresion.

-Caso en_gue K. # Ko, vy & = 0O

En estas condiciones, las ecuaciones [31 vy [4]3 se reducen a:

#{t) = X «Cos We-t [Z]
yr{t) = % -.-8en we-t 103
en donde:
E‘rnz
x = fi111
(1 — el
E'ryz
T e———— [121
(1 - r,)2

Operando con estas 4 ecuaciones se obtiene facilmente:

/M2 + yr/wE o= | L1331
fue es la ecuacién de 1la elipse gque describe el centro
geométrico del disco 8.

Igualmente, también puede obtenerse
tag & = y(t)/u(t) = {w/®)-tag wet

Derivando ambos miembros de esta ecuacion respecto al tiempo, vy

combinando con las Ecuaciones [91 y [101, se obtiene:

oy

m-
I

* We= L1473
H2Costwgt + w2 .S5en?wet
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Ecuacidén que nos da la velocidad de cabeceo (é) en funcidon de
we v O los valores de X y de ™.

Como el denominador de esta ecuacion es siempre positivo, el
signo de é (suponiendo que we &% siempre positivo en el sentido
contrario al giro de las agujas del reloj) depende del signo

del producto = ™.

Seqguin esto, se tendra:s

W Wene (El1 punto 5 se mueve segin una elipse,
===3 3 «% 30
Wl Wy en el mismo sentido que wWe)
Wezt Wy
(El1 punto S se mueve segun una elipse,
o también ===  -%WJ0
en sentido contrarioc al de we)
WE":wn&
Wee ey
We FWia (De nuevo se mueve S5 en el mismo
===3 B« >0
We FWey sentido de we)

También puede observarse que al ser c=0, el angulo
8, = 8, = & =0

S8in embargo, una interpretacidén mds exacta seffiala que

G, = 0 para we < Wasx

8 = W para We * Wnasx

8, = 0 ara We % Wa
»

&, = W Para we * Wn
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En las figuras se han representado 4 posiciones del arbol
rotatorio, donde se recogen todos los aspectos anteriormente
sefal ados:

Y Y
‘:@ ,
- 5

SN

o\ | A s |s N

)0 16 ) - \\Ajyo & "

/

\ 2 / e \ Z /
A G
\5_0_/ ~ ¢ 5/
[]

We S W We > W ws F owee
We U Way WE % Way W * Wnhy

(a) (b)) {c)

(bsérvese que en ningdn caso se trata de un cabeceo sincrénico
(é # We)

En el caso (a), & = 0O vy é y we tienen la misma direccion. El
centro del Arbol describe una elipse (resultado de la
superposicison de dos movimientos vibratorios perpendiculares,
de igual frecuencia y diferentes amplitudes).

En el caso (€); &8 = 7w vy é y we también tienen el mismo sentido.

El centro 5 también describe una elipse (los tamafos del eje

mayor y menor de la elipse dependen de lo gue valga we en cada

casn).
En el casp (b)), & = 0 para we % Was:s 5 decir, para la
componente x de la vibracidn. Sim embargo, § = 17 para we ¥

Wy €5 decir, para la componente v de la vibracidén. Ademas de

este caso, © tiene sentido contrario a we. El movimiento es
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bastante complicado., e introduce tensiones de fatiga en el
arbol rotatorio. {(La tensién en un punto de la periferia del

arbol cambia dos veces de sentido en cada rotacidn)

~Velocidades criticas

Si consideramobs la expresiones que dan X e ™ veremns gque
tanto para el caso de amortiguamiento como sin é1 puede ocurrir
el fendmeno de resonancia.

Ademas, tal fendmeno ocurrird para las dos frecuBsncias we = Wn
Y W 5 Why

En el caso de no haber amortiguamiento hemos visto que:

e (We/ Whwl? B (We/ Whyld 2

siendo la respuesta del sistema del tipo:

lt) = 3 «Cos We-t

yit) = W Sen we-t
AN cuando al sustituir we por Wan. se obtiene W = o e
igualmente, cuando wWwe = WA, S obtiene % = o, puede

demostrarse, como se hizo en los sistemas de 1 GDL, con las
correspondientes transformaciones matematicas, que la respuesta

para el caso de resonancia viene dada por:

wi{t)

(2/2) *Whn "t =58N Waxt

yit) (2/2) Wyt COS Wayt
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®{t) Tales expresiones demuestran que
las amplitudes X o W se hacen

t infinitas sé6lo para uwun tiempo t

1/l

il
\UUUJ (nsinito.

-

(Evidentemente, si el tiempo en

'\J que se mantiene el sistema girando

a la frecuencia de resonancia, las amplitudes alcanzadas pueden
ser 1o suficientemente grandes para gue causen la destruccion
del &rbol)

Cuando el &rbol gira a una velocidad igual a una de las
frecuencias propias, (por ejemplo, We = Way) 10 que es que el
gie de la slipse gue describe el centro geométrico del disco se
va alargando (en el sentido del eje 0Y en este caso), hasta el
punto gue la elipse se va convirtiendo en practicamente una
linea recta.

El &arbol, aparentemente, da "latigazos” cada vez de_ mayor
amplitud.

Evidentemente, en 4&rboles gue tengan K. # K, se producen dos
velocidades criticas. |

8i w = K, = K, la velocidad critica se manifiesta por un
"arqueado” del Arbol cada vez mas acusado, cuando se le hace

girar a la velocidad critica.

NOTA:Obsdérvese gue la presencia de amortiguamiento incrementa
el valor de la velocidad critica, al tiempo gue disminuye

s amplitud.
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;En Arboles de maguinas, las velocidades criticas se ven
modificadas por varios factores, entre los que cabe mencionar:
«l.ongitud de lné cojinetes
Rigidez de los resortes
.Efectos giroscépicos
JBatido del aceite en los cojinetes

,Efgftns de la ruedas caladas

Longitud de los cojinetes:
8i los cojinetes son de tal longitud, vy tienen unas fijaciones
tales que disminuyan la flecha del 4&rbol, es evidente que

aumentara el valor de la velocidad critica.

Rigidez de los soportes

Tal comp se ve en las figuras, el efecto de la elasticidad de
los soportes es hacer el sistema menos rigido, y por tanto,
disminpuir el valor de la velocidad critica.

Como ademds la rigidez de los soportes no suele ser la misma en
el plano horizontal gue en 21 vertical, introducen un efecto de
.. # Ko, anin cuando el arbol (o el disco qug lo simulé) sea
perfectamente circular. For este motivo las velocidades

criticas pueden descender hasta un 25%




3
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Efectos giroscdopicos:

Tal como se muestra en la figura, cuando el disco en que se
supone se concentra la masa no s8 encuentra en la mitad de 1la
luz (distancia entre apovos), o cuando se encuentra en  un
voladizo (una gran hélice de barco, Frentela la cual 1la masa
del arbol es despreciable, por ejemlpo), las fuerzas de inercia
de sus diferentes particulas no se encuentran en el propio
plano del disco.

Como consecuencia, aparece un par que tiende a enderezar el

Arbol, dando lugar a una modificacidn de su velocidad critica.

-y

@ | L

81 0 es el eje de apoyos (eje del arbol sin flexar) y 8§ el
centro geométrico del disco, vy F un punto cualquiera del mismo

de masa dm, se tendrian las fuerzas gue se ven en la figura.



Se ha =supuesto un cabeceo sincrénico, de modo gque el
movimiento resultante del disco es un cabeceo alrededor de O,

con la velocidad we f{la misma de giro del arbol).

En estas condiciones la fuerza de inercia elemental
F:s = we?-ry, dm, con la direccién gque se aprecia en las figuras
231 v £LE1

(Evidentemente, en este movimiento cada punto F del disco se
mueve en un plano perpendicular a AB).

Como s=se veven la figura [3] esta fuerza puede descomponerse en
1a F*y = wWg2sFedm v la Fu** = wg?-rdm

lLa primera es una fuerza vertical, cuya resultante, actuwando en
el centro 5 del disco, es una fuerza vertical hacia abajo dé
midulo mewegd &

l.La segunda es una fuerza radial, dirigida hacia D (que dada la
pequefez de § casi coincide con el centro del disco S). Esta
fuerza puede descomponerse en una en el plano del disco, Fy %%,
y otra normal del disco F.*¥ como se ve en la figura [4].

La resultante de las F.**I eps cero f(para todo el disco),
mientras gque las F:I¥Y producen un momento que tiende a
"enderezar” el disco.

Aungue no se demuestre, la existencia de este par da lugar a un
aumento de la velocidad critica del A&rbol, respecto a la que

tendria 1l mismo con un disco de masa concentrada en su centro.

NOTA:El fendmeno no es un verdadero efecto giroscapico,

denomindndosele asi porgue se observd por vez primera en

discos de alta velocidad.
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Ratido del aceite en lpos cojinetes:

En los cojinetes de friccidn para arboles horizontales, el
centro del gorrén no coincide con el centro del cojinete,
dependiendo la posicién del primero de
factores tales como carga aplicada,

viscosidad del aceite, wvelocidad de

giro, juego radical, etc.
Frecisamente tal excentricidad es la

gue da lugar a una presién Fa. del

aceite que levanta, materialmente al
gorron.

En cojinetes correspondientes a arboles verticales tal
excentricidad no se ménifiesta, y por consiguiente, tampoco
aparece tal presién de aceite.

Sin embargo., si el A&rbol vibra si se produce el fenomeno
mencionado, variando la excentricidad del gorrdén. Ello origina
variaciones en la magnitud vy direccidn de las fuerzas de
presién, gue modifican (excitandola) las vibraciones del propio
arbol.

Se ha comprobado gue la "frecuencia de batido” era ligeramente
inferior a la mitad de la rotacidn ¥ que las amplitudes de
vibracidn debidas a este fendmeno eran bastante superiores a

las originadas por el deseguilibrado del rotor.

Efecto de las ruedas caladas:
lLas ruedas, poleas, etc, fuertemente caladas sobre los arboles,
aumentan la rigidez de estos, vy en consecuencia, elevan su

velocidad critica.
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ESTUDIO GENERAL DE LOS SISTEMAS DE N GDL:

1.~Introduccion
~Definicidn
~Soplucidn general del sistema
~Calculo de las matrices del sistema por el método de los
coeficientes de influencia
2.—Vibracinnes libres en sistemas no amortiguados de n GDL
Z.-Vibraciones forzadas en sistemas no amortiguados de n GDL
4. -Vibraciones forzadas por movimiento de la base en sistemas no
amortiguados de n GDL
S5.-Vibraciones amortiguadas en sistemas de n GDL

&.~Métodos numericos para la solucion de sistemas de n GDL
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1.— INTRODUCCION AL ESTUDIO DE VIBRACIONES EN SISTEMAS MECANICOS
DISCRETOS DE N _GDL

a.~ Definicidn
Se entiende por sistema mecénico discreto aguellos que tienen
mas de 1 GDL, v menos de infinitos GDL.

Uno de tales sistemas puede ser el mostrado en la figura:

—»4;>F1(t) -——;Fz(t) ———p Fx () —p Fea (1)
. —p Ko —fp ¥ 5 —P ¥

? Kla L K= Ka

o e B e A e T

%%%%ﬁ%%%%%ﬁ%%%%%%%%%%%%%ﬁ%éﬁ%ﬁ%%%%%%%§§§§§§§§§§§§%§§%=%%%%ﬁ%%%%%

Como se ve, hacen falta n coordenadas Haix Hzs Xmsse ¥a para
definir la configuracidon del sistema en cada instante t.
For analogia con los sistemas de 2 6Dl ya estudiados, el

sistema de n ecuaciones diferenciales que definen el movimiento

del sistema (con amortiguamiento vy excitacion) puede
escribirse:
MiaiMizeaafMim Ha C11C1meanlCan Ha kiikaizmeookan %a
MeiMzze e «Men] (Xa Czilaass s Can R kzikeze oo kzn Ha
@ ® R A ®m 2 ® 3 ®R N RN = 8 + " & R E NN NN R NN - " + % B B N N A B Ex AN l.=
My 1Meams o « M xn Cnlcn:“.luucnn Xn knlknz’---knn Her
I Rk L R L. 4 - J - J L. .
Fa (&)
F= ()
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0 en forma simbdlica reducida:

NOTA: En la practica son pocos los sistemas discretos de n GDL
gue se presentan con una forma tan definida como la de la
figura (otros ejemplos del mismo tipo pueden ser péndulos,

discos rotatorios unidos por arboles ideales, etc.)

For el contrario, los sistemas reales (vigas, Arboles
rotatorios, etc.) siempre presentan las caracteristicas
de masa, amortiguamiento y rigidez repartidas, dando lugar
a sistemas con infinitos GDL.

Sin embargo en muchos casos pueden discretizarse tales
sistemas, convirtiendolos en otros aprodimados de un
numero de GDL finito, por lo gue 2] estudio de estos
sistemas de n GDL adguieren una excepcional importancia.
(l.La Fforma de discretizar los sistemas continuos sera

abordada al estudiar estos).

b.- Solucidén general del sistema:s

En principico los sistemas vibrantes de n GDL pueden tratarse
por los mismos procedimientos que los sistemas vya estudiados

de 2 GDL, comp se muestra en el ejemplo siguiente:

EJEMFLO:
En el sistema de 3 GDL de la figura, en el que K, = Ka =
lkg/m v my = me = mx = 1 kg., determinar el movimiento de
cada masa si a mx se le da un desplazamiento inicial

®¥=(0) = 1 cm.



— WA W

LIEY Mz M=

D T T T

Ka Kz Pt
|
|
|

12.~ Definicidn de las ecuaciones diferenciales del

sistema,

por aplicaciéon de las ecuaciones de Newton a cada masa

Myriy + Kexg— Koxga= O
Mo — l‘:'}(:_"" 2":'}’52"" l"::'}-{.3= 0

Mm=Mmw — oot l":'){:_g: O

Sutituvendo los valores namericos queda:

)

H:,"‘M:,"‘"Xz:c’

o

Hm — M2 + 2Hz — dHx = O
a .

143—X2+X3—(’

2¢,- Las soluciones de estas ecuaciones seran de la forma:s

¥y = X a«8en (wt + &)
He = MarSen (wt + §)
M = M =Sen {(wt + &)

siendo i, Mz, M=, Wy ¥ § valores a determinar.

30 .- Derivando se tendra:

Mg = —We 3 ,-8en (wt + §)
Mo = —we e W aeS5en (wt + §) £i13
M = =We oM xo8en (wt + &)
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vy sustituyendo estos valores en las ecuaciones del

movimiento, queda:

(1 ~ Wwe)ad, = 3o =0
-, (Z - WE)e o - e =0
—3a + (1] - W) =0

£23

zistema de ecuaciones algebraicas con las incognitas X i,

Moy Hx.

4° .- Para que el sistema tenga solucidn distinta de 1a

trivial, el determinante de los coeficientes ha de ser

nulo., es decir:

{1 — w2) -1 Q

-1 (2 — w2) -1 0

O -1 (1 - wi)

S.- Desarrollando el determinante se llega a la ecuacidn

de 49 grado siguiente (Ec. caracteristical:

(1 — wd)s w2 — JB)ow2 = 0

de la cual se obtienen los valores propios (o

naturales del sistema)

wy = 0O rad/s
we = 1 rad/s
Wx = J3 rad/s

frecuencias
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&%.~ En funcidn de esto, las ecuaciones gue definen el

movimiento del sistema pueden escribirse:

¥y = 3 44 8en (Wet+34) + X iz-5en (Wat+gz) +  ixeSen (Wt +Gx)
e = :{21'SEH(N1t+§1) + :‘:zz'SE’ﬂ(Wzt+§z) + Kzs-Sen(w3t+§.—s)
Hm = 3 =,y 5N {Wwaot+34.) + W oemeSen {(Wat+dz) + H.—_—,.-S-Sen(w.-_-,t+§.-s)

significando X .. el valor de la amplitud del movimiento de

m: para el modo 1 (para wi)i: X 1= para el modo 2 (wz); etc.

7% .~ Como solo deben haber 6 ctes. independientes podremos
expresar las ctes. XKoo vy ®=s en funcidn de la 4.
En efecto:

De la primera ecuacidn [2]

Xz
- = 1 — wd
X
o= X oz
Wy = Q ==} = i H W = 1 == _ = 0
a3 Haim
:{23
W = 3 ==3 = -2
Haxm

De la ecuacidn primera y tercera de [2]

= I - w2
o 1 - w2
o=
wy = 0O ) = i




o O
W = 1 ==3x = (indeterm.)
e O
x:s.'s
Woe = J3 == J— = 1
}{1-'.5
x-s::
Como es indeterminada, podemos utilizar la segunda
oaw

ecuacidon de [2] para hallar

—am F (2~ W) Mo - MMxn = 0O
para wa = 1

—-MWaip + Faee — Mz = 0

que tambien puede escribirse @

o oo
-1 + — =
Him Ha=
de donde resulta:
x.—sz
= 1
X i
g9.- Con tales relaciones, las ecuaciones del

desplazamiento de las masas pueden escribirse:

i 8en(wWat+8,) + Xim-Sen(wet+iz) + x,,.-s-Sen(w.-st+§.-s)

o

b

Y
L]

¥z = KaizeSenlw,t+§,:) - 2-X ;x-5en{wst+8x)

K;;-Sen(w1t+§1) - x:,z'SE'n(Wzt"’ﬁz) + }{13~SEn(Nst+§3)

que como se ve, toman por incognitas ®ai., ®Waimy Mamy 81

= Y Bx.
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9¢,~ Tales incégnitas pueden ser halladas en funcidén de

las condiciones iniciales

%21¢0) = 0O 1 (0) = 0
t =0 He(O) = 0 Ha(0) = 0O
¥={(0) = 1 ¥=x(0) = 0O

Sustituyendo:

0

H®a1+8en §. + MyzSen §z + ®Haix-Sen 8=
W ,1-86n 8, - 2-X,=-Sen &x = O

M i408en 8§14 ~ HixSen @z + X ix-5en = = 1

.. Cos 8y + M i2+Cos 8 + I3 12Cos 8x = O
x]_:_'CDS §1 - 2'\[3'}{1:3":‘:'5 ﬁ.s = Q

Wa1Cps 81 -~ MyzCos 82 + 3.3 1=«Cos 8x = O
Sumando [&1, [71 v [8]1, tendremos:

Fem 417Cos 1 = O == §, = w/2
De las ecuaciones [&1 y [73:

gx = w/2

8=

De las ecuaciones [33, [41 yv [S53:

}:11=1f3 H x12=—1/2 H }:1:5=

102, - For consiguiente, las ecuaciones gue

movimiento del sistema son:

i 1 o 1 o
Halt) = e — ~m~-Sen[ t + — } + ~——-SEn[ N3t + — }

A 2 2 &

L&d

£E73

£81

definen el

2
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1 i - w
wal(t) = - «Sen| 3.t + —ro ]
3 3 = 2
1 1 - w i L)
¥m(t) = e 4+ ——=Sen| t + — ] + ———-Sen[ JF-t + — ]
= 2 L 2 & 2

—-S8in embargo, es facil de ver gue este método no es viable en
cuanto el sistema sea un poco mas complejo. En efecto, nos
encontraremos con una doble dificultad: por un lado, definir
ton claridad las ecuaciones diferenciales que definen el
sistema vibrante. For otro, la aparicidon de ecuaciones
caracteristicas inmanejables.

Ambos casos se ilustran en el ejemplo siguiente, referido a un

sistema vibrante sencillo de 4 GDL

EJEMFLO:

-
1

{—»—ww—-m1 Ecuacidn del movimientos

¥y Mare + (K1 + Kxd)exy = Ezrde = 0
Kz
.
Bxeiz 4 (Ka + Kg #Ka) oz =~ Kzo2iz - Kavda - Kze%y = ¢
M=
Mo MeeHs + l‘:.'s'}(:s - “‘:.-s'}(z = 0
P
Ma M= Mg "¥q + ":4'}(4 - *‘:4'}(2 = O
K

b4
»
x
W
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encaminados, tanto a escribir el sistema
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En forma matricial:

. T [es . r
| 1Y 0 0 ] X (Kg ¢ Kz) "Kz 0 0 %1
0 w2 0 O X2 -K2 (Ko t Kz + Ka) Kz Ka] I22
sl.e) #
0 0 ma O ¥3 0 -Ka K3 ¢ X3
[ 0 0 0 m s 0 0 Ke Kq Xa
1t} L
Siguiendo del desarrollo conocido,

la

ecuacidn

caracteristica (de la gue habian de obtenerse los cuatro

valores de w) adoptaria la forma:

Kitha KatKs+Ke Kz Ka
W - + b —fops ¢

L1 B2 Bs By

Kivka + KaoKs + KsoKy & KioKg + K2°Ks K2'Ks + K3*Ks
+

[ TR 1 B2°R3

KoKy ¢ KooKy KooKy ¢ KasKe  KioKa ¢ K2k, K3Ka

+ + + + e -

Bi*Bs Barly B1°0s 304

K;'Kz'Ka + Kz'Ka'Kq + K;'Kq'xg Kg-K;-K; (K[ + Kz) 'K:'Kq

- + 4
| TR P L PR} 4 A3t Recly
Kao{KsKa + KaoKs + K3:K,) KieK2KxKq
+ T ) =90
Mg By 82 ] By B2eRychy

+

consiguiente, ha de recurrirse a métodos mas

de

operativos

ecuaciones



L
e
2

diferenciales gue definen el sistema (o mejor, las matrices de
masa, rigidez y amortiguamiento), como la propia resolucion de
éste. |

En el primer caso puede usarse el método de los ‘'"coeficientes
de influencia”, o las ecuaciones de Lagrange.

En el segundo, pueden usarse métodos matriciales para la
resnlucion analitica y exacta del sistema o métodos aproximados
como los de Holzer, iteracidon matricial, Rayleigh, matriz de
transferencia, etc).b

A parte de’ellns, también pueden usarse métodos numéricos

(integracidén pasc a paso, Runge—-kKutta, stc).
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c.— Calculo de las matrices del sistema por el método de los

coeficientes de influencia

~Cuando la aplicacién de léé ecuaciones de Newton a cada masa
complican sobremanera la escritura de las ecuaciones
diferenciales que definen el sistema, es mas practico partir
directamente de la ecuacién matricial

[ml«Cx1 + [cl-Cx1 + [k1-[x1 = [F1

v calcular los términos de las matrices correspondientes [m3,
[cl o [kl, D sea, los términos meas. Cia ¥ Kig, respectivamente.
Tales términos coinciden en wvalor con los denominados
"coeficientes de influencia” amortiguamiento Y rigidez
de inercia, cuestién gue se deduce de la simple definicidén de
"copeficiente de influencia”, como veremos a continuacion.

En términos generales se de%inen los coeficientes de influencia
Mean ©Ci13 Yy kiy como las accciones (fuerzas o momentos) que
aparecen en el elemento i del sistema cuando se aplica una
aceleracidn, velocidad b desplazamiento (respectivamente)
unidad en el elemento j, permaneciendo inmdviles todos los
demads elementos del sistema (inciuyandn el id.

los términos maae. ©Cia Y kis representan las acciones que
aparecen en el elemento i cuando se aplica una aceleracidn,
velocidad o desplazamientp unidad al propio elemento i,
permaneciendo los restantes elementos (o coordenadas) del

sistema inméviles.
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~Aunque no efectuemos la demostracidén puede escribirse que:

My 3 = Mgy
Cig = Taa
kas = ki

Lo que se conoce por 21 teoréma reciproco de Maxwell.
Fllo indica, por otra parte, gue las matrices [ml, fel vy Lk

son siempre simétricas.

-Calculo de los coeficientes de rigide=:

-Ern &)l sistema de I GDL de la figuwra:

K ko ka

my FAMA m=z FAAA ma —/VVVVjé
L—$H1 L—*Mz L—*Kz

lLa matriz de rigidez puede expresarse por:

Kaa by ks
[kl = boa Ko ko
by kxe bx= ]

El +término kix e la fuerza, que aparece sobre la masa my
(debido a 1a existencia de resortes y sé6lo a estos), cuando a
esta se le da un desplazamiento %, = 1 ©cm, permaneciendo las
otras dos masas fijas (M= = ¥=x = 0 )
En estas condiciones, se aprecia claramente gue:

kia = (kKy + k)l = k) + k=
El término ki= s la fuerza que aparece sobre la masa m.
cuando a la masa m= s le da un desplazamiento de 1 cm,

manteniendo fijas las masas mi ¥ Mx (M1 = XM= = 0),



En estas condiciones

kam =

Siguiendo de esta manera,

a.~Configuracidn

Fuerza en ma
Fuerza en m=

Fuerza en mx

b.~-Configuracidn

Fuerza en m,
Fusrza en mz

Fuerza en m=

c.-Configuracidn

Fuerza en ma
Fuerza en me

Fuerza en mx

it

F03

(~ k)=l = ~ka

podemos resumir:

¥ = 1

e = 0

e = 0

kaa = (ka + k=)-1
iy = (—Kz)e1

b=y = Q

¥a = 0

He = 1

He = 0O

ki = (~ kz)1l
koe = (ke + ka)-1
kxe = (— kx)-1

e = Q

Ha = 0

¥ = 1

kiz = 0O

kes = (= Kx)-«1
kxxs = (ks + kag)-l

Con lo cual, la matriz de rigidez sera:

-~

[kl = -l

0

(ks + k=)

_kz
(ke + k)

- k=

Q
- b

(ke + kag)




304

~0Obviamente, las fuerzas que apareceran sobre las masas 1, 2 vy
3 al darle los deplazamientos i, M= y X¥=x (no unitarios)
serant

f1 = kaii°X1 + Kaze¥a + Kim M=

fz = Hoa ¥y + Kee'da + kex-ux

fx = Kmaoda + KszeXe + Ksxods

o en forma matricial:

- - - -
fa kit kaiz Kaix Ha
fal = |kay ke kas]-|x=
f k= Kz ke Mex

en general, para cualguier sistema

Lf1 = Th3I-Lx1]

NOTA:

A veces, el cAdlculo de los coeficientes de influencia de
rigidez resulta complicado, y es preferible el cadlculo de
los coeficientes de influencia de flexibilidad, ass.

Se define el coeficiente a,; como el desplazamiento que
aparece en la masa my del sistema cuwando se plica una
fuerza (o momento en su caso) unidad en el elemento § {(en

la masa my del sistemal), v s6lo en ésta (cargas nulas

sobre todos los demads elementos que no sean el j,

incluyendo el propio id.
Jgual que vimoe para rigideces, vy por el principio de
superposicién, los desplazamientos de las masa 1, 2 y 3,
cuando se plican las fuerzas no unitarias f1 , f=2 vy f=
sobre cada una de ellas serd:

¥ay F Az1°f1 + Arzrfa + Arm-fs

e = api~fi + apefaz + as=-f=

Amy*fy + Amarfae + ax=-fx

%
]
it



o - - -
Ha =S I K= A= fa
Ha = Az =¢-% -} Azxl-{f=
Mo Ax1 A== Axx f=

En general, y para cualguier sistema:

Ex3 = [al-L+3
Siendo [al 1la matriz de +flexibilidad. Fremultiplicando
esta ecuacidn por la inercia de la matriz [al

fal=t.[x1 = [f1°
Con lo cual se deduce que la inversa de la matriz de
flexibilidad es 1la de riguidez

fal—* = [k1

De ahi gue resulte a veces mads cémodo ballar directamente
la matriz [al yv a partir de ella calcular la matriz [kl

gue define el sistema vibrante.

EJEMFLO:

Al aplicar una fuerza unidad a la masa ma. ¥y

ninguna a la mz vy ms, s tienen los

siguientes desplazamientos:

" Desplaz. de my = ai1s = (1/3k) -1 = 1/3k

% b Desplaz. de ma = az=; = (1/3k)-1 = 1/3k
Desplaz. de ms = ass = (1/3k)-1 = 1/3k

"= (Al aplicarse 1la carga en m, ¥ moverse esta

% b hacia abajo, las masa m= v ms simplemente

sequiran este movimiento).
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For consiguiente:
ai11 = 1/3k H Bz = RKRaem = 1735k H ABxz1 = Agm = 1/3k
Al aplicar una fuerza unidad a la masa me, Y nNinguna en

mi1 ¥ mxs s tendréan los siguientes deplazamientos:

Desplazamiento de mi = az: = 1/3k (como ya vimos)

ama = 4/3k

Desplazamiento de m=
(por estar los resortes 3k y k en serie:

1/7kmg = (L/3k) + (L/K) = 4/3k)
Desplazamiento de mzx = azmx = az= = az=~ 4/3k
Al aplicar una fuerza unitaria a la masa mx se tiene:
Desplazamiento de mz = az= = 7/3k

[l/keg = (1/3Kk) + (1/k) + (1/k) = 7/3k]

FPor consiguiente, la matriz de flexibilidad para este
ejemplo vale:
rl/Ek 173k 1/3k-
tal = [1/3k 4/3k 4/3k

1/3k 473k T7/3k

b -

—-Calculo de los coeficientes de influencia de amortiguamiento:

-En el sistema de I GDL. de la figuras

S Ca C= Ca

e 0 o ] e
L—)H:_ L——i}(z L"’}(S

lLa matriz de amortiguamiento viene determinada:s

el = |c=a Caxn Cas
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El término ca: €5 1la fuerzé gque aparece en la masa 1 (debida a
la existencia de amortiguadores interpuestos, y s6lo a estos),
cuando a la masa 1 se le da una velocidad unidad, manteniendo
fija las posiciones de las 2 v 3 (=2 = u=x = Q)
En estas condiciones, se ve claramente que:
Ci:s = (Cy + Cx)=1 cm/8 = Cy + C=
El término ciz 85 la fuerza que aparece en 1 cuando a la masa
2 se le da una velocidad unidad, manteniendo +ijas las
posiciones de 1 vy 3
{¥1 = Xz = 0)

En estas condiciones:

Cim = — Ca+*1l cm/8 = ~ Ca
Siguiendo la misma ténica gue para el calculo de las

rigideces, tendriamos finalmente:

(Ca + C=) - Ca 8] 1
fcl = - C= (Ce + Cx) - Cx
O - O (C:.-s + C4)
L 4

—Calcuwlo de los coeficientes de influencia de inercia

-En el sistema de 3 GDL de la figura:

kz k:;s
mx WA~ m=2 AN

L %, Lz

l.a matriz de inercia se define por:

Ma 3 M3z Max
[ml = |{m=s Ma= Mo

My Mxe M
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El término mi. &5 la fuerza gue aparece en 1, cuando a la masa
1l se le imprime una aceleracién de 1 cm/s2, manteniendo fijas
las posiciones de las demids masas (es decir, ¥=m = M= = ()

En estas condiciones:

Mia = Ma"1l CcMm/s52 = m,

El término miz €5 la fuerza que aparece en 1, cuando a la masa
2 se le imprime una aceleracidn de 1 cm/s2, manteniendo fijas
las posiciones de 1 y 3 (es decir, X1 = ¥z = ()

En estas condiciones:

Siguiendo la misma ténica, llegamos a la matriz:

Mmq 0 0
Iml = |0 M O
8] Q M=

L J

-En el sistema de 2 GDL. de la figura:s

Qy (Con las coordenadas Y. @

|

referenciadas al punto A, extremo

— —— — — %
1 e éﬁz de la barra)

Se tiene como matriz:



IO

l3=4 mﬂ-Ii_ __________________ .

! D S JE
Ym

El término miz 85 la fuerza gue aparece en la coordenada 1
(direccidén eje y, en el punto A tomado como referencia para el

movimiento) cuando en el punto A se aplica una aceleracion
unidad, {(ve = 1) manteniendo fija la coordenada ©. {sin girog

é = 0). En estas condiciones,

Mi1 = mM=lcm/s2 = m
El término miz= es la fuerza (mejor, momento) que aparece segun
la coordenada y (1) cuando segun la coordenada © (Z) se
le aplica una aceleracitn unidad, (é; = 1) manteniendo fija la

coordenada 1 (es decir, v = ). En estas condiciones

Maz = Meli-lcm/s2 m=1,

El término mm= e el momento gue aparece en A segun la

coordenada 2 (8) cuando se aplica una aceleracién unidad 9a=1,
mientras se mantiene fija la aceleracidn en la coordenada 1
va = ). En estas condiciones,

Moz = (e + Mmel1.2)Ccm/s2

La matriz de inercia sera:
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2.-VIBRACIONES LIBRES EN SISTEMAS NO AMORTIGUADOS DE N__GDL:

ANALISIS MODAL

1.-Definicidn de las ecuaciones diferenciales del sistema:s

Seguan hemos visto:s

r “ [“» & 1 -

Mia Miz wws Mie ¥ Kia Kim aue Kin Ha

Mz Mz wese Manl* ¥ Ko Koz ece Kozn Ha

% BN 2 &8 B R N B E R NE B - N n + ® 8 B B B R E RN &N DPDE RSN L4 - & = =[0]
M s Meas2 v n » '“u-uqJ ¥R J knj_ knz Nl knn He J

L. L. L. o L.

0 en forma resumidas

Eml-Lx 3 + [k1-Ix3 = [O1 £13

2.— Calculo de las frecuencias naturales, valores propios o
autovalores:
La solucidn de las n ecuaciones del sistema [1]1 seradn de la

forma:

My = X y-Sen (wt + @)
Mo = MaSen (wt + §)

e = M arSen (wt + §)

Siendo iy Moyerey M WY § valores a determinar.
Las ecuaciones anteriores pueden escribirse en forma
matricial:

¥l = [XJ-8en (wt + §) €21



Derivando dos veces:

g 31 = ~w2«[XJ«Cen {(wt + &) L33]

Sustituyendo [31 v [2] en [1] queda @

(=wz«Lml + [kD)-IX1 = [0 £41

Gue en forma desarrollada serd:

r 1.1 [
K11 — WZemg, Kam = W2 sy --.k1n - WE iy = g 0
kzs - W2omas Kee — We2amaza oookaa = WEaman X 0
knl b WZ *Mer 2 knz - wz "Meaz2 e n s knn - Wa * Meven x - 0
2 4 L J .

La solucidén no trivial de este sistema de ecuaciones
algebraicas en M1, Mzassee3Xn serd aguella gue haga nulo

al determinante, es decirs.

Kaa — W2 emga Kiz ~ WeeMaiz anakbin — WE Min
Koy — WE ama, Koz = WE ' Moz sesboam — WE 'Man
knl - wz'mnl knz - Wz'mnz ---knn - wz'mnn

Gue representa una ecuacidn de gradon en wi, llamada
"ecuacidn caracteristica”, 1la cual nos permite hallar w.2,
Woe?, ...x WREI, y de ellos los n autovalores o frecuencias

Propias Wi, Waseses Was
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.- Calculo de los vectores propios, autovectores o formas

modales:s

5i sustituimos cada uno de estos n valores propios wae en la

ecuacion [S5]1 obtendremos n ecuaciones en Mi, Moy eees XKas

lLa resolucién de este sistema no permite hallar los n

valores X3, XaoseenaXns 3ino solo n—-1, o lo que igual,

permite calcular las n relaciones de todos ellos respecto a

uno cualguiera.

Si tomamos a X3 como referencia la solucidn del sistema

conducird a hallar n vectores columna en la forma:

- - - -
K;/K;T Mar¥a x,/x11
HKalXa HKal/Xa HalMa
a B B » 8 &8RS [6]
M/ XK e Y MNa/Xa
xn/x1 xn./XI_ xn/x].
A i1 n iz R in

{(Se dice que estan normalizadas respecto de > ,)

Estos vectores columna son las "formas modales” y
representan las relaciones de amplitudes del movimiento de
cada masa, respecto de una cualquiera tomada COomo
referencia, cuando el sistema wvibra a una de sus

frecuencias naturales.



i
b
i

Estos n vectores columna o formas modales, también
l1lamados “"autovectores" o ‘"vectores propios", vamos a

representarlos con la siguiente designacidn:

- - - -
K;/K; ]»'1
Kzf’){,, ]-12

= = [pla  (Autovector para el modo wy)
b AP H=
xl“ilxl }ln
L 41 . 43
- 1 - -
x;/‘x; Ha
WS, H=

= = [Ppl= (Autovector para el modo wa)
x's/xj_ jJ-_s
xn/xt l"ll"l
» 12 » 12

£L71

Ml | UPY
Kz/xl },Iz

= = {pl. (Autovector para el modo we)
e AR Y Hex
xn/xl ,Ur'l
. 4n L. in

Es evidente que el nimero de auwtovectores para cada modo de
vibracién puede ser infinito {(pues pueden elegirse infinitos
valores para . manteniendo siempre las mismas
proporciones Mo/ M., Max/ Hiseesy Ha/Xi)e Sin embargo,
se suelen normalizar haciendo 2, = 1.

En todo caso se comprende claramente que unp de esos
infinitos wvalores que pueden diarsele a2 los autovectores,
para cada modo, debe coincidir con los verdaderps valores de

la amplitud del movimiento. de manera que podrad ponerses
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x l-‘:.-I
Xz JLE-3
= a- £g8il
xh l-'ﬂ
L d B

Siendo a la constante de proporcionalidad.

NOTA:Los autovectores también pueden ser hallados del modo
siguiente:
En la ecuacidén [4] l1lamando:
C—~w2-Cm3 + [k3IT = [H]

y calculando la matriz adjunta [HI= (traspuesta de 1la
matriz de los cofactores) podemos pnﬁer (por definicidén
de la matriz inversa)

[H1=* = [H1=/|H]
o también:

[HJ—*-!Hl = [Hl=
premultiplicando por la matriz [H3;

[H1-LH1=*«|H| = [HI-[H3=
[IJ-|H| = [H1-[H]=
Como el determipante |H| = 0, gueda :
[H1-fH1I= = O

Comparando esta ecuacién con la (41, se ve gue
cualguier columna no nula de la matriz adjunta [Hi=
puede ser considerado un vector propio.
(8e entiende la matriz adjiunta correspondiente a cada
modo de vibracioén)
lLos vectores de las columnas de esta matriz adjunta son
proporcionales, de manera due la "foma modal” sera

anica.
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NOTA:Ortogonalidad de los vectores propios.

La ecuacién [4]1 puede escribirse en la forma:s

EkI«L2H] = w2-Iml-[X1]
Fara el modo i, la ecuacidn sera:

CkI-L2X 3y = we2ImI-CX 1y (a)
Fara 21 modo j la ecuacidn sera:

| ChI«EX I3 = wse2-ImI«I[X 1, (b)

Dada la proporcionalidad exxistente entre las
verdaderas amplitudes y los autovectores [8]1, también
puede escribirse:

[kI-Lpldy = we2sIml=[pl, (c)

[klelply = wiy2-Iml-Cpl, (d)

Premultiplicando la ecuacién (c) por [pl,T

Cpd ,TeCkIelply = W2 aLplsTe-Iml-Cpl, ()
Calcul ando la traspuesta de la ecuacidn (d)
({AR)T = RT.AT), vy considerando que si una matriz es

simétrica resulta ser igual a su traspuesta quedas:

[plsTCkIT = wyZ«[pld,;T=-Im3T

EpdyTelfkd = wa2 -Ipl,yT-Iml )
Fosmultiplicando (f) por [pl,

CpldsTeLklelpldy = wy2 o Lpld, ToIml-Cpl, {g)
Como 1los primeros miembros de (e) y (g) son iguales,
restandol as queda:

(WyZ2 — Wy2)«LplyTelml-Lply = O ¢(h)

For otro lado, dividiendo ambos miembros de (e) por w,?
¥ ambﬁs miembros de (g) por wy?2 y restando queda:
L{1/ws2) - (I/NJE)J?CpJ,T-[kJ-[plt = 0 {i)

Fara gue se satisfagan simultaneamente las ecuaciones
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(h) e (i), para todo i # j, © sea, para ws # Wy, a de

cumplirse:

0 (i)

CplyTeml-Lpd, [plaTeIml-Tpl,y
CplsT=Ckl=-Cpdy, = LplyT=-LkICpl, = 0O (k)
Las ecuaciones (j) y (k) definen el caridnter ortogonal
de los modos normales. La ecuacion (j) indica que los
vectores propios son ortogonales respecto de la matriz
de masas, vy 1la ecuacién (k) gque son ortogonales
respecto de la matriz de rigidez.
~Cuando i = j, las ecuaciones (h) e (i) se satisfacen
para cualguier valor finito de los productos de
matrices.
Al resultado del producto L[plyT-Ckl-Lpl, que es  un
namero (no otra matriz) le llamaremos M.y ©O "masa
generalizada”" para el modo i.
Al nuamero gue resulta del producto [pl.T-LkI-Lpl, le
llamaremos K, o "rigidez generalizada” para el modo i.

CplaTeLkl-Cpl, Ma (1)

CpleTelklelpl, K (m)

4.-Calculo de la matriz modal:
Llamaremos "matriz modal”, o "ma£riz de los modos", o de
los ‘"vectores propios", a la matriz formada por 1los n
vectores propios (vectores columna) de manera que el

resultado sea una matriz cuadrada:

r 7 [~ b I~ ]

Ha Ha ' Ha

Ha Ha H=

TR ] . aas . 4 uuas . aan = '[L‘Jl t,—‘]z l.l[’-‘]nl = [’-‘J
Per Pe Pa

A T S ) . In
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En general, la matriz modal adopta la forma:

[ 1

]»‘11 ]-‘12 ---L‘ln

Hza P R 1 ™

[}.‘]-‘: 2 8 R mEE RSN e NN ENEnS.

]-‘n!. Hna L -]-‘nn
L. d

S.~Diagonalizacién de las matrices de masa y rigidez:

For lo expﬁestu anteriormente, es evidente gue si formamos
el producto [pl7-Iml-Lpl el resultado serd una matriz
diagonal, en 1la que por las relaciones de ortogonalidad
todos los términos gue no pertenezcan a la diagonal
principal (i # j) serdn nulos, vy todos los términos de la
diagnal principal seran la masa generalizada

correspondiente a cada modo.

er 0.--- 0
0 Mz - nun 0 \
CpdT-Iml-Cpl = = M

LI R B R B B I B B R B A \

0 0.---Mn
L. d

For las mismas razones,

th 0 LA N ] 0
0 Kz LI B N ) 0 \
CpIT«LkI-Lpl = = K

" mm = asnnsnsas \

0 0 ---.Kn
]

Como se ve, estas operaciones de la matriz modal sobre las
matrices gde masa vy rigidez, diagonalizan a ambas,
convirtiéndolas en las matrices diagonales de las masas
generalizadas Y de las rigideces generalizadas,

respectivamente.



6. -Coordenadas principales:

i en la ecuacien [11 gue define el sistema:

Eml-Lx3 + [kl-Cxd = [O3]

premultiplicamos por [plT e insertamos antes de [;3 y [x1

la matriz unitaria [1I1= [p]-[ﬁ]“*, tendremos:
thT-CmJ-[pJ-[pJ~1-[;3 + [pl3Telklefpl-[pl—2-Ixn] = [O]

y teniendo en cuenta las definiciones anteriores de masa y

rigidez generalizadas

\ - = \
M [~Lpl—2.LIx 1 + K j«Cpl=1t.Ix] = [O]
\ N\
Llamando:
[upl = [pi—2-[u] £l
[%m 1 = [pl—2.-[x 1] L1013

gueda finalmente:

M j-I[xpl + K |-Ixpd = [O1] L1113

Las ecuaciones [21 definen un simple cambio de coordenadas.
Las nuevas coordenadas, definidas por tales relaciones, se
l1laman "coordenadas principales”, vy tienen la propiedad de
que en estas coordenadas el sistema de ecuaciones
diferenciales [111 resulta estar desacoplado (al ser las
matrices de masa vy rigidez diagonales). 8Se trata en
realidad de n ecuaciones diferenciales independientes, en

la forma:s



M;‘Xp; + "‘:1'}(91 = 0
Moetpm + Ka dagz = 0 | o
Mn'Xpn + ":n'xpn = 0

Despejando [x1 en la ecuacidén [9]1 queda:

[xl = [pl-Ixpl | L1333
Esta expresion significa gue las coordenadas principales g
operan como unos factores de escala sobre los vectores

modales [pls para producir el valor de desplazamiento x.

7.-Relacion entre la masa y la rigidez generalizadas.
La ecuacidn:
[kIelXMI = [Im3-LXJ-w2
puede escribirse para los n modos we en la forma:
EkI-E23 = [mI-LX I-Lw2]
en donde (w2l es una matriz diagonal en la forma:s

-

N;z 0 a = a 0
0 w“'_’z a s (’

0 L0 SRR 7! Ty
L i

por la proporcionalidad existente, la ecuacidén [14]1 también
se puede escribir:

[mI-Cpd-Cw? ] | £151

Cki-Cped

premultiplicando por [pl7:

Cp37T-Ckl-[p] [p37T-Iml-Cpl-Lw2]
gue resulta:

kK = M j-Lw2]



Un término cualquiera de ecuacién seria:

gy = My oWy 2
qque nos indica que en coordenadas principales, la rigidez
generalida para el modo i es igual al producto de la masa
generalizada para ese modo, por w.?.

8.~lLas condiciones iniciales en coordenadas principales:
For medio de las ecuwaciones!
[3pd = [pd—2aful

podemos poner los desplazamientos iniciales x,(0) en
coordenadas principales:

[%p ()] = [pl—2«[x{0) 1]

siendo:
I ' i '
¥p1 (O) ¥a (O
Hp=(0) a2 (O)
[up(0)1 = [x{(O)1 =
¥an (Q) He (O)
- J 5 J

derivando la expresion anterior se obtendria:
[Xp(O)3 = [pI—2-[x(O)]

?.-Resplucidén del sistema libre, no amortiguado, de n GDL, en
coordenadas principales:
Como hemos visto, en coordenadas principales:
[¥pd = [pl—2Lul
el sistema puede escribirse:
\ . \

M |«Ixpd + | K |+Ixpd = [O3
\ \
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gue puede escribirse:

MirXpas + KavXps =

MorXp= + Koz =

Myerpa + Kirdpa

Mn'”pn + Kn'xpn =

Como sabemos la solucidén de una
ecuaciones:

My odps + Kie¥pa

con las condiciones iniciales:

ij, = }{pi (0)
t=01]. .
Hpr = ng(O)

cualquiera de

estas

serd la de un sistema de 1 6DL, no amortiguado, en

vibracién libre, con la frecuencia natural:

W;z = K;/Mg
es decir:

Hpr = Hpa () Cos Wit + [Hp (0)/wid-en wy-t

—-La transformacidn posterior de las coordenadas Xp & las ¥

ha de hacerse por las ecuaciones:

vl = [pl-Lxxl

o en forma desarrollada:
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- -
- L - - - T - 1 - -1
Ha Ha Fa [LE Hop1
Mo W= Ha Pa Hop=
K Pa P 11 Hon
L L JiL 2 | L ]
3 J
que evidentemente conduciran a unos valores de

Haiy Hms ssesx W QUEe sBran una combinacién’ lineal de los n
modos principales wa.
En efecto, en forma desarrollada:

Ha = Pra*Hpr + Pra¥ps *owwe + Prn"¥on

¥z = Pmi*¥pi + Pazzedgz foaee + PoaMpn

Ha Veao¥pa + Paoedpme Fewane ¥ Hin"¥pn

gque finalmente a:

¥ = Pr22ldna{(0)eCos Wart + (Mg (Q)/Wa)Ben wa~tl +

Vi lipz(0) Cos Wast + (Hp=2(0) /) -Sen wa-tl +..

¥z = P [¥pa(0)Cos Wit + (Xp=2(0)/wyd-852n wye=-tl +

Hoo  Iipz(0) Cos Wast + (Hpa(0)/Ws) -Sen wa-tl +..

10.-Normalizacidén de las coordenadas principales: coordenadas

normales. -

l.La infinitud de vectores modales (aunque guardando entre
sus componentes idénticas relaciones) conduce a una
infinitud de matrices modales y, como conse:uencia, a una

infinitud de coordenadas principales.



323

Entre tondas ellas podréan haber unas, que 11amaremos

"normalizadas”, gque convierten a la matriz de masas en la

matriz unidad.

En efecto, en la expresidn de masa generalizada:s

[p],,"'-[m]-[p]; = M’,

que conduce a la matriz diagonal de masas generalizadas

para 1os n modos wW.

Foo1

i
X

[plT-Iml-Cp1l

podemos eligir convenientemente los vectores modales (entre
los infinitos existentes), llamandoles por ejemplo [pnla,

de manera que se cumpla:s

CpmdsT-Iml-Tpnly =1
o para los n valores:
[prdT-Lol-[pd = [I13

siendo [pPnd 1a "matriz modal normalizada®.

Para obtener esta normalizacidn de las masas, partiendo de
los vectores modales calculados en funcién de uno de ellos,

por ejemplos

r}{ 1/:{1 }-‘1
HKoos Moo H=
= = [p]"
o Ha
L | F T N B
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basta con dividir cada columna i de la matriz modal por un

coeficiente C,, definido por:

Cpmds = [Pl /7Cy

Co = 2Py T-ImI-Cpls = =M,

o en forma desarrollada:

n N
Cy = & L PJ:'[ ) mJn'Pk;]
i=1 k=1

Si 1a matriz [ml] fuera diagonal, entonces:

n
Cy, = 2 E (myepaa?)
j=1
Cuando todos y cada uno de los vectores modales estén

normalizados (de esta forma) en la matriz modal, podremos

poner:

L1l

CpndT=Iml-Lpnd = M

NOTA: Obsérvese que la expresion anterior permite hallar
facilmente la inversa de la matriz modal , sin
necesidad de calcular la adjunta de los cofactores.

En efecto de
CpdTefml-Lpd = L1
Se deduce:

CpmgdTefml = [ppd—?




-lL.a aplicacidn de la matriz modal normalizada, a la matriz
de rigidez, conduce a la matriz de los modos propios.

En efecto, antes vimos que:

|
\
CplT-Ckl-Lpl = K
\
aplicando la matriz normalizada:s
N \
CpmdT«Lkl-[pnd = K = M [fw2] = [w2l-[I1 = [w2]
\ \

siendo uno cualguiera de sus términos:
Lpmd Ty s ChIefpndy = Ky = w2,

1o que significa que cuando los autovectores estan
normalizados respecto de las masas, las rigideces,
expresadas en coordenadas normales, son iguales a los
valores propios.

~-En resumen, las coordenadas normales pueden hallarse por
la expresidén:

[vmd = [ppl—2-Lun1]

11.-Resolucidn del sistema libre, no amortiguado, en sistemas
de n GDL.
Segun todo lo dicho, el sistema de Ecuaciones diferenciales

en coordenadas normales, puede escribirse:

Cymd + Twelelund = [0]
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tUna cualguiera de estas n ecuwaciones diferenciales
independientes seria:

g + Wa2 o¥pe = 0 (i = 1, 2, sy N)
85i para t = 0, Mg = Mo (O) Y Xge = Mo (Q) la solucidn
serd del tipo:

R T X (O) sCoS We st + (e (O) /Wy ) ~Sen Wy -t
a la cual, aplicando la transformacidn inversa:
%] = [pnd=Cxnd
conduce a los n valores de ¥i.
EJEMPLO:Sea el sistema de 3 GDL de la figura, (libre v no
amortiguado).
F——p ¥ g frseerety 3 22 foey ¥ e
A\ AJ\ M=

- I o
PRI e

k=
s

= k:s
S ——

Mmx

Sea My = Mn = = M
k1=kz=k3=k
Encontrar las respuestas del sistema en las
condiciones iniciales
o © Xom = Xom = 0



1.-Sistema
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sistema:
-611 Mmiz mzs. ';;-
Mz Moz Max|- ;; +
LPE: Mxz2 MEx ;;

2.-Calculo de 1los valores

rigidez (por el método

influencial.

Matriz de masas:

Configuwracidn Accidn

1 = libre ;; = Im/s2

M = 0O

M = 0

Configuracién Acciodn

g = 0 ;; = Im/s2

%= = libre

¥m = O

Configuracidn Accidn

a1 = 0O

a = 0O

= = libre ;; = 1im/s2

kll
k=i

k=sa

de las matrices de

de los

Fuerza en:

Ml Mpy =
Mzi: Mz =
Mx: Mx1 =

Mis Moz =
Mzt Mo =
Mx: Mxxm =

Luego la matriz masa sera:

my O ¢)

Cml Q ma O

8] O m=
.

M1t Mas =
M= Mas =
Mm=s: Mxs =
—1 (o)
= m=«|0 1
o0

Kim K=
Kon kKas

k.-.sz krsrs

de ecuationes diferenciales gue definen

coefici

My 1m/8

MO

Mmx0

My =0

m=-1m/s

mx~0

fFuerza en:

My =0

MmO

mx*im/s

el
= [0]
masa v
entes de
2 = Mg = M
Q
0
O
2 = Mo = M
Q
O
Q
2 = Mmx =M



Matriz de rigidez:

Confiqurac
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idn Accidn Fuerza en:

(kaitkad)=icm =

My, = libre ¥ 1cm mi: Kax =

= katkoe = 2k
e = 0 M=t kzys = —ka«lcm = —ka = ~k
m = 0 Mx: Kma = 0
Configuracidn Accidn Fuerza en:
¥y = O Mma? kaim = —kKz=lcm = ~ka = -k
= = libre ¥ = lCm Mot koa = (kz=z+ks)-1lcm =

= katks = 2k
¥ = 0O Mmx: kmze = —kzelcm = ~kx = -k
Configquracion Accidn Fuerza en:
¥q = O Mt ki = O
o = 0 Mzt kex = —kKs-1 = -~k = -k
= = libre = = 1lcm Mx? kxx = kx-1 = ks = =~k

lLuego la matriz de rigidez sera:

k3

Fe— CAlculo de 1los

i ] i i
ky + k= -k O A | 0

= e ke + k= o = kaj~1 2 -1
Q -k = k= o -1 1

a2 ] . J

avtovalores o valores propios

frecuencias naturales del sistema:

Hemos de resclver 21 determinante:

kaia
kz:.

k«'Sl

— W ey,
-2 *Moa

- W2 ey

ki — wWe-mizm Kaim — W2amgy:x
kaz — W2 ema= ks — Wwiema=x]| = O

kxz ~ w2 emza kzx ~ W s

Q



o sea, en nuestro caso:

|2k - W& em -k 0
- 2k - wZem 3 = 0
4] -§ k — weem

gue conduce a la ecuacidn cabica en:

(W2 )= — Gelkt/m)=o(w2)2 + be(k/m)2-w2 + (k/M)™= = 0

gue resuelta por métodos numéricos conduce a las

spluciones:

wiZ2 = 0,198 k/ms w=2 = 1,535 k/my wx? = 3,247 k/m

las frecuencias naturales seran:

0 sea,

Wi = 0,445 Jk/m; Wa = 1,247 Jk/m; w=x = 1,802 Sksm

4.-Calculo de las formas modales (vectores propios).

Hemos de resolver la ecuacién:

(weefml + [k «LXT = [0O]

para cada valor de w.

Para w = wy === wé = w,?
2k - 0,198 k/m -k 0 -' x g
i 2k = 0,198 k/m -k X = [Q]
0 —k k - 0,198 k/mJ Lx 3-}
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Dando valores y dividiendo por k vy 1/m:

1

1,802 -1 0 >,
-1 1,802 -1 JelHHea = [0]
Q -1 0,802 XK
L. R L. J
Operando:

1,802 3 — Xa =0
-3, + 1,802 - =0
—¥ o+ 0,802:¥ = =0
tde donde se obtiene

o

11,0823,

X 2,287-%,

{¥ i, no puede hallarse, pues resulta una identidad).

En definitiva, hemos hallado la forma modal para wi!

My /¥y, =1 ;) Mo /X, = 1,802 § Xx /X1 = 2,247

que en forma matricial puede expresarse:

] > /KJ P;.u- ] i 1
e /¥ = lpa = 11,802
Ky 72 W= 2,247
2 11 B Y L i1
Haciendo lo mismo para w2 = w2 = 1,555 k/m v
w2 = w=? = 3,247 k/m, se obtienen las otras dos

formas modal es:

) ) F ] 1
M /¥, Ha [ 1
Xa /X, = 1= = 0,445
X /X B= -0,802
L 1z i L iz
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r " r r .
Ky /XK M 1
HKa I ¥, = M= = |-1,247
e /XK M= 0,555

L 43 - 43 = 43

Graficamente puede representarse del modo como se ve en

la figura:

‘—/\/\/"“ My AN\

M= AN Mz
ka ko k=
s¥esusty syuseTey e —
Ha Mo =
1
W = W, - —_——T 2 24%
— = Tigor
4 -
-
//
-~
~
P
-
<
W = Wa
4
T T~ omus
h N
=0,%02
W = Wx
4
~ N
-7 AN 0353
// N P
- AN -
- ~ -
N -
~N ~
~ -
N ~
N P
AN 7



NOTA:Recuérdese que las formas modales no son las verdaderas
amplitudes de vibracidn de mai, M= Y Mx. En este caso
decimos que las Sformas modales estan referidas
{normalizadas) a la amplitud de la primera masa.
Normalmente esta amplitud de referencia se toma igual a

i. pero puede tomarse cualguier otro nuamero.

NOTA:Los vectores propios también pueden hallarse por medio

de la matriz adjunta, para cada modo.

a
[Hl,= = [—w;ztm] + [k]]
Operando, la matriz adjunta vale:

(Zk ~ wi2sp) ok - w2ep) - 2 kelk - wilen) k2

[Rle = ketk - wyien) {2k - we2-m) etk - wy2em) ke{2k - wpl-n)
k2 kelZk - w2em)  (2k - wlem)? - k2
FPara w2 = wy2 = 0,198 k/m, gueda:

0,445 0,802 1,000
[H1.® = k2-{0,802 1,445 1,802

1,000 1,802 2,247
L. J

Cualgquiera de estas cnlﬁmnas representa el autovector
para el modo i (D cualquier ptra proporcidén gue
fuisiese tomarse sobre estos mismos valores), pues

todas ellas guardan las mismas proporciones entre sus

valores, como es facil de comprobar.
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Eligiendo la tercera, vya gue esti normalizada a 1,

pbtendriamos el correspondiente autovector.

- - r - ~ -
g S, Ha 1,000
o /X, = |pa = 11,802
Mx /3, Hs 2,247

. J L. J L. p

Operando en forma similar para los modos wWa Y W,
obtendriamos los mismos valores f(en la columna

normalizada a 1) que en el caso anterior.

S.~Matriz modal:

|-1,000 1,000 1,000

Cpl = IEp]t-Esz-[plsl = {1,802 0,445 -1,247

2,247 -0,802 0,555
»

6.—~Masa y rigidez generalizada:
Como sabemos:
[p];T-[mJ-[plt = M,

Fara el modo 1 (w = w,), se tiene:

f@ 00 1,000

[1,000 1,802 2,2473.10 m O}-11,802] = 9,296 m = M,
O O0Om 2.247
L. ol b wl

Fara el modo 2:
- 1 r -
1 00 1,000
mL1,000 0,445 -0,8021{0 1 0}-10,445 = 1,841m = M=

00 1| {-0,802
L. R L. R



r 1

Fara el modo 3:

mC1,000 -1,247 0,35551]
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O

001

1 00

1 0

1,000
-1,247

0,555

o = ol

Calculéandolas por medio de la matriz modal tendriamos:

1,000 1,802 2,247

1,000 0,445 -0,802

1,000 -1,247 0,555

L

(]

-

=
-

11

Haciendo lo mismo con K:

rl,ooo 1,802 2,247

1,000 0,445 -0,802

1,000 -1,247 0,555

\
CplT-Iml-[pl = M
\
1 1
1,000 1,000 1,000 9,29% ¢ 0
1,802 0,445 -1,247} ={ ¢ 1,841 0O [-n
2,247 -0,802 0,555 0 0 2,863
L ) I )
\
(pdT-LkI-[pl = K
\
[ ] [ ]
1,000 1,000 3,000 1,844 0 0
1,802 0,445 -1,247) = k-] 0 2,863 O
2,247 -0,802 9,555 L 0 0 9,29
L ]
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7.~Coordenadas principales:

Se define por:

i
[¥pd = [pl—*-[ul [pl=2t = ——-[[pl=
[
o -l - '1""1 o ']
Ve 1,000 1,000 1,000) Mg
Vepzl = 11,802 0,445 -1,247) - |x=
Mo 2,247 -0,802 0,555J MSJ
L J . 8
1
0,445 ~1,247 1,802 -1,247 1,802 0,445
(=f)aet {-f)2ez (-{) 203
-0,802 0,555 3,47 0,55 2,247 -0,802
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Adj [pl= [{-1)2%1 {-1)2+2 {-1)2e3
-0,802 0,555 2,247 0,555 2,247 0,802
1,000 1,000 §,000 1,000 1,000 1,000
(~f)3e (-f)sez (-1)3es
0,445 -1,247 1,802 -3, 247 1,802 0,445
i |
-0,753% -3,802 -2,445
Adi [pl = -1,357 =-1,4692 -3,049
L 4
i 1 1
IpI = 11,802 0,445 ~1,247) = -7

2,287 0,802 0,555

0,107 3,802 --2_..445':?-I

[pi—2

0,193 -1,692 =3,049

0,241 3,089 ~1,357

e o
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Con lo cual tendremos:

g8.—-Ecuacidén del sistema en

9,29 0O 01
a:] O 1,848 O
0 0 2,883
8.~las

it

L.

[Fas
¥pa
asz
sz
aa

-
Oy
O,

O,

107 -~
193 -~

241

1,84

+

~
-

0

0

3,802

1,692 =3,049). %=

F. 049 -

1 0 0
2,853 0
0 9,295J

-2,445

1,357J

xpl

sz = [o]

Xpa

9?,:2c?£5'><g:1 + 1 553“1 o1

1 ,53111 '}{g’:E + ;25 E;é5:§. H.g:a

2,863 Mpx + 7,296 %

condiciones

principales seran:

Eﬁ;:’,((})

}(IE:E (())

Yam (0)
L

[~ »

Xz (O)

Xpx(0)

-

xpl(O)W

J

0,107
0,193

0,241

b

0,107
0,193

0,241

e

iniciales en

~-3,802
-1,692

3,049

—-3,802
~1,692

3,049

-2, 445
-3,049

~1,357

-2, 445
-3, 049

-1,357

O

coordenadas principales:

coordenadas

O

0,1071
vel0,193

0,241
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§.- Las eoluciones de las ecuaciones diferenciales

coordenadas principales seran:

0,107y 0,240+v
Yp1 = +Sen (0,445 fK/8t) = ———iSen (0,445-fk7n-t)
0,455+ ET8 &
0,193y 0,158sy
Xz = —————Sen {1,247-fk/n-t) = ———Sen 11,267+ K- t)
1,247-1k/a {kin
0,241 v 0,133y
Ypy = ————sBen {1,802+ fK7net) = ————-Gen (1,802:{K/n-t)
1,802: {k7n {¥7s
10.— Pasando de nuevo a las coordenadas normales:
- _ T
. 1,000 1,000 1,000 X1
wa| = [1,802 0,485 -1,247] « |vp=
o 2,247 -0,802 0,555 -
L o L. A L. A
My = Mpa + K= + Hpx
H’.Z = 1,8(‘2“91 + 0,445Mp2 - 1’247)‘:p3
M = 2,287%p1 — 0,802%p2 + 00,5000,
0,240-v 0,154+v 0,133+v
%32 ————uSon (0,05 fK/mt) 4 ——aBon (1,247 fK7net) ¢ ——esBen (1,802-fK/net)
& {ta &7
0,432+ 0,068:v 0,165
2= ——msBen (0,845 fK/Met) + ——uiSon (1,247 K/nt) - e——sBen {1,802+ fK/nrt)
{7s &/ {t7»
0,432+ 0,123+ 0,073+
Xy = meeeeesGon (0, 4450 fKMot) = oemerBon {1,247+ fK7Bt) ¢ —emsBen (1,802:fK/net)

3] {7 {7

en
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3.-VIBRACIONES FORZADAS EN SISTEMAS DE N GDL, NO AMORTIGUADOS. -

En general, un scsistema de este tipo vendri definido por el

sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

fml-Lx 1 + [Kk1I~[x1 = [FJ £11

M

siendo [F1 una matriz columna gue representa la accién sobre

cada una de las masas del sicstema:

Fa(t)

F=(t)
LF1 =

Fnait)

p

lLa ecuacién [11 puede desacoplarse haciendo el cambio a

coordenadas principales, premultiplicando por {pl7T y sabiendo

que:

[pl—2.Lx1

[pi—tefx 1

[xpd

T |

Cp3T-Iml-Lpl«Ixnd + LpIT«LkI«Lpdelfu3 = [pl1T-[F1

gue también puede escribirse:

en la cual el vector [Fnl es el vector de cargas aplicadas

-evpresado en coordenadas principales:

- r

Fpa(t) War*Fa + Py Fo + pPxa*Fx + sue + P *Fa

Fa={(t) Hzr1F1 + pearFa + pxaFx + coe + Paa Fa

Faa(t) PFra*F1 + PazFa + paxFx + .00 + PraFa
L - howe
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[Fal = [pl17T-LF1

Si 1a matriz modal estuviera normalizada respecto a 1a matriz
de masaz, se tendra:

[Faml = LpndT-LF1]

Una cualquiera de las n ecuaciones expresada en coordenadas
principales seria:

W + W2 odgy = | [213
(i = 1,2,.4,Nn)
siendo la accién aplicada sobre la masa i la siguiente:

Formt = Pruars*Fa + Puzi sFz + PuseFas + 200+ Prans *Fa

Evidentemente 1las n ecuaciones {21 pueden resolverse como
sizstemas de 1| GDL, sometidos a la accidn Fpaw-
Una vez resuelto el sistema de ese modo, se procederia a

deshacer el cambio de coordenadas, por la expresidn:
[x3 = [pmdelxpnld L33

-8i lag fuerzas F{t) fueran arminicas y todas de frecuencia

circular we:

[F1 = «CoE Weet siendo uwna de ellas Fy = Fou"Cos we-t




o
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Conduciria a un conjunto de ecuaciones diferenciales
independientes en la forma:

Home + WiZ o¥pny = [P "For + Pz Foz +...4 Brma "FonlCoE we-t

Mpng + w:l.z'?{pNi. = A+C0E Wert

cuva solucidén, segin sabemos es:

A

Hpmsg = (E-Cos wyet + G:-5en wget) +
WegZell — (We/wgdzl

Obviamente, para determinar el movimiento del modo proximo a
la resonancia w; % we, s6lo tendriamos gque usar el Lérmino Xapm
correspondiente a w,.
t.a transformacidn posterior del tipo [3]3:

[x,yd1 = [}JN:'; M png
nos daria el movimiento de cada masa.

~81i las fuerzas fueran periddicas, podriamos poners:

n 2wej 2n-j
Fj_ (t) = Foj, + z'[gJ'CDE B et T > BJ'SE” 't]
=1 T T i

Con los valorese va conocidos para Fao, Ay v Ba.

Comp es 1d6gico, un sistema de n GDOL, no amortiguado, es mas
propenso a entrar en resonancia {(en alguno de sus modos)
cuantdo es excitado por fuerzas tan complejas como las
periddicas, aunque resultard dificil averigusr cual de los
modos naturales se verid mas profundamente afectado.
Evidentemente, no guedard méds remedio que comparar los
términos (2w-3/T) del desarrollo de Fourier para ver cuales

son las mas prdéidimas a los modos naturales.
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—-8i las fuerzas aplicadas no fuesen periddicas, aplicariamos
1a integral de Duhamel, de manera que la solucidén de 1a
ecuacidn (i)
;;Ni + W@ eNps = Fpra
seria
t

Heomgr =~ E-Cos Wy «t + GsSen W’,'t + I Fp’_'h’_"t"r)'dr
Q

siendo hg - (t-r) del impulspo en el tiempo " vy

Fors = Prnia*Fai + Prza"Fz +ooet Punt *Fa
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4, -VIBRACIONES FORZADAS POR MOVIMIENTO DE LA BASE., EN SISTEMA DE

M _GDL, NO AMORTIGUADOS. -

NN~ M FAANA me A ma

x%%%%ﬁ%%%%%%%ﬁ%ﬁ%ﬁ%@%%ﬁ%ﬁ%ﬁﬁ%@%ﬁ%ﬁ%ﬁ%ﬁ%ﬁ%ﬁ%————* "

Supongamos, en el ejemplo de la figura, que la pared (soporte)
a2 desplaza siguiendo la ley:

g = Fal(t)
El sistema de ecuaciones diferenciales del movimiento puede
escribirse:

Em]-[;.J + [k1-[x*1 = [O] £11
siendo el vector ([(¥*]1 los desplazamientos de las masas
relativos a la pared:

Cv*1 = [%1 - [11=4m

desarrolladamente:

] ] ]
Vj_* M 1
Xz* = Mo - 1jrux
M M 1
L. o L d L.

sustituvendo en [1]1:

Em3efyx 3 + [kI«Lxl = LkIef1deng

siendo [k1«[11eng = I[Bgl wun wvector Y"carga equivalente”

correspondiente a las cargas que aparecen sobre cada masa
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cuando la pared se desplaza, pudiendo moverse libremente todas
las masas.
El sistema de ecuarciones diferenciales resultantes sera:

Em3e«fyv 31 + [kI-Ix] = [@xl

que puede resolverse como vimos en el caso de vibracion

forzada.

~8i se especificara la acelaracién del soporte xe en lugar del

desplazamiento, tendriamos:

[x*] = [y 31 — [11-¥e

Sustituyendo en la correspondiente ecuacidn [1]1 quedaria

[m3-[x*] + [kl-[x*]1 = [Qa*]

siendo [Ag*] = ~Imnl-[1]ug
Como en este ejemplo la matriz masa es diagonal, se tendra:

~Ma*Hex
[Be*] = |-MmaeXam

~Mx X
L. J

—~En términos generales (no para el caso del ejemplo concreto),
y cuando se especifigque 1 movimiento del soporte, podremos

poner el sistema de ecuaciones diferenciales en la forma:

Imlefx 31 + LkI-Lul + [kgleng = [O] £21
siendo [kel un vector de coeficiente de influencia definidos
como la fuerza correspondiente cuando se produce la unidad de
desplazamienfn del soporte, pudiendo moverse libremente todas

las masas.
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L.a solucidn del sistema sigue la misma ténica anterior:

[mJ-[;.] + [kl«Ix] = ~[kgleng = [Gxl
~Todo 1o anterior se refiere a un s6lo movimiento del soporte,
v ademds en la direccidén del movimiento de las masas.
En casos mas complicados pueden suponerse movimientos del
soporte complejos, compuestos por traslaciones (con sus tres
componentes) vy rotaciones (también con tres componentes),
actuando sobre los n componentes del sistema.
En este caso, la matriz [kel serd una matriz n » b
8i un sistema con n GDL tiene r soportes que se pueden mover
independientemente la ecuacibn (2] puede generalizarse

Imlefx 1 + [k3Ielunl + [kel-[x.1 = [O]

l.Lamando [Bgl = -Tkgl-Lx,1]
siendo [¥.]1 el vector desplarzamiento correspondiente a los r
soportes méviles v [kel la matriz de rigideces definida como

antes.
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5.~VIBRACIONES AMORTIGUADAS, EN SISTEMAS DE N GDL.-~

-En general un sistema de este tipo puede escribirses

Iml«fx 3 % Lcd-Ixd + [k1-[x1 = [F1

siendo la matriz de amortiguamiento, en terminos generales:

fcl =

C.-.;_ an LI Cnn

L. .

(que s una matriz simétrica, calculada por el método de los

coeficientes de influencia, por ejemplo)

~-Cuando se trata de resolver este sistema nos encontramos que
la transformacidn a coordenadas principales no desacopla el
sistema, precisamente debido a esta matriz de amortiguamiento.
85in embargo, exizte un caso en que si puede ser desacoplado el
sistema, v se refiere a cuando la matriz de amortiguamiento es
una combinacidén lineal de las matrices de masa y rigidez, en
la forma:s

[cl = a«Iml + beLk]

siendo a v b constantes.

Este tipo de amortiguamiento se denomina "amortiguamiento

proporcional”.

El cistema de ecuaciones diferenciales desacopladas escritas

en coordenadas principales seréa:
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\ . \ - N
\ \ Y
\
en donde 1a matriz C vale:
\
\ \ \
C = [plTelclelpl = a=| M + b} K
N N \

llamada "amortiguamiento generalizado”
Cuando la matriz modal =@ normaliza respecto a la de masas, la
matriz de amortiguamiento vale:

\

C = [pmdT-[cl-fpnd = a«LI1 + beLw2]

\

siendo [w2l la matriz diagonal de los valores propios para el
sistema no amortiguado.

Una ecuacidon cualguiera del sistema puede expresarse:

Mps + (B + bewyg2)ongy + wWy2euy, = Fgy (i = 1, 2:..45 n)

RECORDATORIO:

En sistemas de 1 GDL, del tipo:

Mey 4+ Cox + ken = 0

podemos escribirlo también:

¥ o+ (c/m)ey + (k/m)-x = 0

1lamando n = (C/2m) § wnt = k/m 3
? = /C = C/Z2MeWe = N/ Wy
gueda: |
;.+ 2n-; + Wy =0
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I.1amando, por semejanza con los sistemas de 1 GDL:

A+ bewy2 = 2an, (cte. de amortiguamiento modal
~correspondiente al modo i-)

a2 = Nyl (relacion de amortiguamiento modal

~correspondiente al modo i-)
gqueda la ecuacidon desacoplada:

Hpmas + 2engoMpgy + Wyl edgy = Fpoy
En consecuencia, la respuesta del sistema (en coordenadas
principales) cuando vibra en este modo i, puede hallarse como
si tuviera un sdélo GDL.
~8i las Ffuerzas de excitacién fueran de tipo periddico, vy

todas de la misma frecuencia we:

p -

Fl:’ 2

sz

[F(t)Y»1 = 08 weet

F oy
R A

una de las ecuwaciones en coordenadas principales {(y por tanto,
desacoplada) tendria la forma:

Mps + 2eNgo¥py + W2 ¥gy = ACOs wWe-t
Siendo A una constante cuyo valor se calculd anteriormente.

En terminos generales, la respuesta del sistema seria:
My = 8N € (E-Cos Wags*t + GeSen wyy~t) +

A Sen(wgt —- §)

Wyl LU = (w/wy )22 + [28; - (Ww/wy) 12
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2':.:,1 . (Wg./wi)
siendo § = Tag™—? [ ]
i - ‘Wgz /w’_Z)

NOTA: Como hemps visto:

MNa a + berwge

S =

Wy 2oy

0, es decir, si en el caspo de amortiguamiento

i =a
proporcional, este 1o es sé6lo a la matriz de rigidez,
estamos en el caso de "amortiguamiento relativeo" (pues
este estd asociado con la velocidad relativa del
desplazamiento de las coordenadas).
En estas condiciones:

Sy = (b/2) -wy
1o gue significa gque la relacidn de amortiguamiento modal
(para el modo i) es proporcional a la frecuencia circuiar
no  amortiguada de ese modo, por lo cual la respuesta a
los modos méds altos se amortiguarid méas rapidamente que la
gde los modos mas bajos.
Igualmente gi b = 0, e decir, si 1la matriz de
amortiguamiento es proporcional a la matriz de masas, se
estd en el caso de "amortiguamiento absoluto” (pues éste
estd asociado a l1a velocidad absoluta del desplazamiento
de las coordenadas).
En este caso:

1 = a/2.w,
lo que significa gque la relacidn de amortiguamiento modal
(para el modo 1) es inversamente proporcional a 1a

frecuencia wy no amortiguada.
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En ecstas condiciones los modos mas bajos del csistema
serian amportiguados mas fuertemente gue los modos mas

altos.

-En el casoc general de que el sistema no presente
amortiguamiento proporcional, las ecuaciones no pueden ser
desacopladas por el cambio a coordenadas principales.

Al igual gue vimos en los sistemas de 26DL, los autovalores
pueden ser reales o complejos, con partes reales negativas.
Esto lleva a una extrema complicacidén que no vamos a abordar.
Sin embargo, los sistemas con amortiguamientos débiles pueden
ser tratados en forma mas simple, suponiendo que las
ecuaciones pueden desacoplarse por aplicacidén de la matriz
modal obtenida del mismo sistema sin considerar el
amortiguamiento.

En otras palabras, suponiendo gue la matriz modal es ortogonal

respecto a 1la Iml, 1a {kl v también 1a 3
CpdsTeled-Lpldy = [P T=Lcl-Lpl, = 0O

Esto significa qgue los términos no nulns gue resulten de
calcul ar CplTelcd-Lpl (que =i los amortiguamientos =on

pequeros, también seran pequefos), deben ser despreciados.
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&.-METODOS NUMERICOS FARA LA SOLUCION DE SISTEMAS DE N GDL.-

-Al  igual gque vimos en sistemas de 1 vy 2 6D, a los sistemas

de n GDL pueden apliciArseles los métodos directos (diferencia
central, aceleracién constante, aceleracién lineal, etc.) o
métddns indirectos (Runge, Kutta, etc.)

-Asi mismo, tales métodos numéricos pueden aplicarse tanto al

sistema de ecuaciones diferenciales inicialmente planteado,

como al sistema de ecuaciones desacoplado en coordenadas
principales o normales.

En el primero de los casos se precisa aplicar un método de
resoluci on de sistemas de ecuaciones algebraicas (Newton-Kotes,

etc.)

~Método de la aceleracidn lineal.-

Ma El método se basa en suwponer gue
<::/ la aceleracidén de cualquiera de
lag masas del sistema {(m. por

ejemplo) en un instante, tii-2+r>

t.

try AL LT comprendido entre ti i-1> ¥ teso

{i entre paréntisis denota intervalo de tiempo)

0O 21 2 ANt
pude expresarse en la forma:s
" “w e car = ¥aca—2>
Me ¢r—2+ry = Mgcesry + -
At
O para las n masas:
. .o ‘ [y Jear> = [% Jycg—1
v Jes—a+py = ¥ Jco—ay + - [11

At



Integrando [11 entre O v

. . .n r2 [y Jeas — I Jer—as

[ ca—trry = [T camay + Moly Jeg—ay + .

2 Dt
23

Integrando 2:

[l csmamry = %I eamas + Fol¥deg—ay +

2 - = I[% Jeas = I Jes—as
R— VI I . L33
? b AN

particularizando 1las ecuwaciones [21 yv [31 para r = Nt, vy

simplificando [(i-1) + (At) = (i)]

. FAN

Cvlesr = [ eamry +

'[[H ](1, - [u Jq;—;)] £41
2

[¥Teas = E¥Tcamas + ADtelndeg—ay +

FAN T - -
+ '[[M Jes -2y — [u 3:1)] [S51
&

aque son las férmulas de recurrencia  a usar (cada una de las
cuales implica un sistema de ecuaciones algebraicas).
-E1 eryror cometido en esta approximacion {(error de

truncamiento) puede calcularse sustituyendo en la ecuacién [5]

fx Je¢ss por su desarrollo en serie de Tavlor

[ Jeas = [ Jea—as + DtarDx Jes—ay +

t!‘t*tiﬁ
* —— IV g ay Faaa [&1
2!
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vy comparando el valor obtenido de [¥]J¢is> con el valor exacto

obtenido de su correspondiente desarrollo de Taylor:

E%3eas = [%Tcpmas + Dtenso[nIegmar +

FAY X IPPRN .-
+ e 8 [ Y g g ma sy Fanaa
2t

NOTA:Si nosotros paramos la serie en el término Dt=45, el

error de truncamiento vale:

. A‘tagg) At“(l)
TEY = v Jeayr————— + [HIV] 4 » e
3! 41

Sustituyendo la ecuacién {61 en l1a [5]1 vy deteniédndola en

FAY LI
[%0cas = [Tcamar + AteInlesoa, +
E¥ Jegwmas + ¥ Jigears + [%IVYcpmas "
21t = 41

El error de truncamiento serd (después de sustituir v operar):

i 1
rE] = [ - ]'Atq'[M:ngt-—t) * s amrsuan
24 12

es decir, directamente proporcional a Ata,
-E1 wvalor de At debe tomarse lo suficientemente pequefo para

que puedan representarse adecuadamente los modos mas altos.



METODOS APROXIMADOS FARA LA SOLUCION DE SISTEMAS DE N GDL

1.~Introduccidén

Z2.~Método de iteracidn matricial

Z.-Método de Holzer
~Aplicacion a sistemas
~Aplicacion a sistemas

4. -Método de Myklestad

-Aplicacidn a sistemas

masa—resorte

de torsidén

en flexidn

-Aplicacién a sistemas en flexidn, giratorios (alabes

turbinas
—-Aplicacidn a sistemas
S5.-Método de la matriz de
-Aplicacidn 2 sistemas
~Idem amortiguados
-Aplicacidn a sistemas
-Idem amortiguados
-Aplicacidn a sistemas
-Aplicacidn a sistemas
6.-Método de Dunkerley

7.-Método de Ravleigh

;

en flexidn v torsidn acopladas
transferencia

masa~-resorte no amortiguados

de torsion, no amortiguados

dentados

en flexidn

de



354

1.-INTRODUCCION Al ANALISIS DE VIBRACIONES EN SISTEMAS DE N GDL,

POR_METODOS AFPROXIMADOS. —

-El método general gque hemos estudiado para sistemas de n GDL,
conocido como "Analisis modal”, en uﬁ método muy 1aborioso,
sobre todo en sistemas de gran nimero de GDL.

Aparte de los métodos numéricos, que resuelven estos sistemas
en  forma ahrnnimada utilizando un ordenador, es de interés
conocer métodos mas simples, v ello por dos razones: por
simplificar el método vy posibilitar su reseplucidn exacta, o
por disminuir 1 tiempo de computacidn en el caso de emplear
metodos puméricos.

~Por  otro lado, no siempre interesa conocer la respuesta
completa del sistema, v ni siquiera bhallar todas sus
frecuentcias naturales v modos propios. Muﬁhas veces estamos
interesados en conocer sdlo las bajas (si por ejemplo, éstas
son las gue pueden cer excitadas por una perturbacidn
exterior), o las mas altas.

~Teniendn todo ello en cuenta se han desarrollado varios
métodos que calculan las frecuencias y modos principales en
forma aproximada.

Todos ellos podemos dividirlos en dos grandes grupos: uno
compuesto por métodos aque sd6lo calculan la frecuencia
fundamental, vy otro grupo de métodos gue permitan calcular
todas las frecuencias v modos propios del sistema.

Entre los primerFos se encuentra el método de_ Ravlieigh (gue
sd6lo puede aplicarse a sistemas no amortiguados en  vibracidén
libre, v gue permite encontrar la frecuencia fundamental de

s

vibracién, en forma aproximada "por exceso").



Tal método puede ser completado por el de Dunkerley, (gque da
el limite inferior para la frecuencia fundamental).

Entre los segundos se encuentra el método de iteracién
matricial directa e inversa, {con el mismo fin), el método de
Holzer, (de especial aplicacién a sistemas rotatorios), el
método de Myvklestad, (de especial aplicacidén en vigas) y el

método de la matriz de transferencia
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2.-METODO DE LA ITERACION MATRICIAL .-

Este metodo permite calcular las frecuencias Yy modos
principales de sistemas de n GDL, no amortiguados, en
vibracidén libre.

Comp hemos visto:

k1L = w2-Iml-I[X1 -
premultiplicando por [kl1-* v dividiendo por w2

(1/w2) {31 = [hl=2eIml-L K]
l1lamando "matriz dindmica" at
Pl = [ki-2-Iml

queda el sistema de ecuaciones algebraicas:

[DI-LXK1 ={1/w2)-[H1] £11

Sistema de ecuaciones que se cumple para todos los valores de

1/w2 obtenidns de la ecuacidn caracteristica:s

[D] - (3/w2)-[I1} = O

En particular, para el modo w, ] sistema de ecuaciones queda:s

[IDI-LXIy = (1/we2)o0 M1y £21
- -
*a
siendo [Wly = |X=] un vector proporcional a la correspondiente
e
L 11

forma modal [ul,



Llamando [DI-[X 1, = [Y¥1,, queda el sistema en la
[y 1la= (1/we2) 031,
o en forma desarrollada:

"I":, x!.

ol = (1/w2)e | XMa]| =

1o gque significa gue ha de verificarse:

Wy o= (1/we2) ey
o] o = (1/Wy2) e
i} e = (1/We2) e,

l.a ecuacidn [2] (o 1a [31) posibilitan un modo de
y [21:, por tanteos sucesivos, sin necesidad de
ecuacidn caracteristica.

FEn efecto, se trata de ir dando valores a [X 1,
1lamaremns vectores de ensayo [3531, hasta que se
entidad expresada por la ecuacién [2].

~Supongamos que damos a [X 1y un primer valor
arbitraria) [X 1.2

Realizando &l producto por [D1, tendremos:

[DI-LX 12 = [ 1.2

forma:

£33

calcular w,

resolver 1la

a los que

consigue la

{fen forma

£41
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8i el valor ensayado [X 1.2 no coincide con un vector propio,

al sustituir [41 en [2] no se producira la entidad
[ 1a2 # (1/we2) =L 1.2

Evidentemente, si [333,1 hubiera coincidido con un vector
propio, se hubiera verificado la igualdad al sustituir [41 en

[21
[% 342 = (1/wa2)s[M 1,2

de 1a cual se podria calcular el correspondiente valor propio

Wy por cualquiera de las relaciones:

1 :'-I;:,g_ "'—l;z:.

Wy 2 o Moo

-5i ESEJ,‘ no coincidiese con un vector propio procedriamos a
una segunda iteracidn.

Para ello normalizamos el vector [;Flil (dividiendo todos sus
elementos por el primero, o por una constante b)), Y

obtendriamos asi el segundo vector de ensayo
[X 342 = (1/by) ~[¥ 1.2 £33
Fremultiplicandolo por [D1, obtendriamos:

[% 1.2 = [DI-[¥ 1,2 £41

gque al sustituirlo en la ecuacidén [11 puede ser gue

[;;]12 = <1/wiz>-:3531= 0o no serlo.
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S5i s una igualdad, podremos calcular el valor de w, por una
cualquiera de las igualdades siguientes

1 ;’_11

—

Wy 2 o

x| <]
N

N
»

y evidentemente, el vector [X 1,2 seria el vector propio
correspondiente a esa frecuencia w,.

Casp de no cumplirse la igualdad anterior se repetiria el

i

procedimiento hasta nque s=e cumpliese la igualdad (o =
aproximase dentro de un error prefijado).

-8 continuacidn vamos a probar gue esta técnica de iteracidn
converge al valor (1/w; 2) mas alto.

Para ello podemos representar la verdadera amplitud del
movimiento de cada masa (M1, XK=, ersny XKea) COMD UNAa
combinacidn lineal de las amplitudes obtenidas para los modos

principales:

[X] = a,L2Xl, + LXKz + seee + A2 LXHly + vovn + Ba[X s

=1 = Ay L1, £51

o 3

i =1

giendn ais Az, cras @pn las correspondientes constantes de
proporcionalidad v | I P [, ... las amplitudes
correspondientes a l1os modos de vibracidn normales Wiy, Wayewesy
Wy »

lLa eupresién anterior, aplicada al vector de ensavo [ 1t
conduce a

-a,,-[H ]’.
i=1

ke |
X
d
»
L}
L R |
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con 1o cual gueda al sustituir en [21:

[% 1t = [DI1-[X3* =T »a,-[DILXK 1,

=1

Ll I
L}
= 3

=1
En la segunda iteracidn tendremos:

[ 12 = [DI1-IX 312 = [D1-(1/by) LW 1y =
n

= [DI1a(i/ba)e 5 say~{1/w2)«[ X1,
i=1

Como (DL, = {(1/w,2)=[{ 1,

gueda al sustituir:

—_ n
[%'12 = % say-(1/ba)=(1/wg2)2 ],
i=1

en la iteracion k se tendra:

— n 1
[ dk = % sag«{1/w,2)a[x 1,
i=1 bl'bz'.-.'bu e
Sacando factor comdn (1/w,2)¥, tendremos:
—_— (1/m,2) n 1/wa2qk
[ 3k = -aptx]1+-2-m-[ ]-CK];
bl'bg'..-bk — i=2 1/W12

Si suponemds ques

(1/7wa2) > (1/wW=22) > (1/Wed) > sanen ¥ (1/05n2)

1/wmy 2
Fn la expresidén [46] o1 factor [——————

1/W12
aumenta.

-a;-(l/w;z)-tx 1a .

-

k
] tiende a cero cuando k
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En consecuencia, [61 se puede escribir:

(1/m,2)k

[W 1% cag L3 1, £71

w

bibzsw.ubi — 1
expresion que muestra que la iteracidén k converge hacia el
primer modo Lo 1% [™1,, pues todos los demas términos  son
constantes.

Sacando factor comidn 1/ws.?2, tendremos:

1
[ 1« = (I/W:.z)'[51'(1/“112)“_1'[}(]1' } =
bl'bz'..-'bk -

= (1/wa2) -[ X 1%
De donde resultas

1/wa2 = [W Ik/[X Ik
1o que demuestra gque esta técnica de iteracidon converge hacia
el valor més alto de 1/wZ2, o0 en otras palabras, hacia 1la

frecuencia fundamental mas baja w,y)

~lna vez detérminado 2]l modo fundamental es posible obtener
los auntovalores v autovectores para los modos mas altos.

Fn efecto, si el primer modo es suprimido introduciendo unas
restricciones al movimiento apropiadas, 1 segundo modo pasa a
ser el fundamental, y a este tendera el procedimiento
iterativo descrito.

Igualmente, la c=supresidin de 1los modos primero v segundo
conduce a la obtencidn del tercerb, v asi sucesivamente.

(Como ]l numero de modos es igual al de grados de libertad, es
légico que cada restriccién vava reduciendo los grados de

libertad).
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Las restricciones modales pueden introducirse haciendo que
ciertas coordenadas principales sean nulas.

Seqgun hemos visto:

[vpl = [pl—2-[ul riil

For otra parte, la ecuacidn:

N
[plT-Iml-[pl =} ™
N

postmultiplicando por [pl~—t queda:

A
LpdTefmI-Lpdfpl—=2 =] M |Lpl—2
\

CpdT-fmd = M |-[pl—2

premil tiplicando por ™ queda:

M «[p3T«Iml = [(pl-2 £21

Sustituyvendo [21 en [11, gqueda:
-1
\
[upl = M J-Lp3T«-Iml-Ix1] £31
A

expresidén que relaciona las coordenadas principales », con las

ordinarias %, en otra forma.
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Far eliminar el primer modo, puede hacerse ¥p: €n la ecuacion
[E] igual a cero:

(Recuérdese que en coordenadas principales el sistema de
ecuaci ones diferenciales estia formado por n ecuécinnes
diferenciales independientes, rorrespondiendo la primera  al
primer modo)

Si la matriz [ml fuese diagonal, 1la expresidn ([3] podria

ponerse en forma desarrollada:

-1
[ ] 3 ] 1T T F 7
Mpa M2 O O Hia MHmi «s Haz myea O O LY
Hepm O Moz O Pizm Poz s Paz QO M= O M
Yo O 0 Mnn_] Hiem Pz »a Pran 0 O M Hn
- J L. . . - J - R

Operando v llamando My,~=* 2 los elementos de la matriz

H

- -1
\
i1i agonal M tendremos:
\

1T 177
Mg Maa=2epaaMmys Maa t=posMez eos Maia™ 2ol “Man Ha
L] M2z~ pam M1 Mea" 2« llaz Moz «a. M2 na"Man] X2
L B = - s

M e RN R NS EERREEESEERRANSEME RN EE R EANEE R RN N E N E
ey Mnn-—:’ "Hara*Maa Mean ™2 = Han"Mzz =« Meem ™2 *"Hewer "Merm § * | Ha
L. J - J .. 4

De donde resulta:s

M1 = Maa e (PaarMmasdy + HoiMon¥e Feeat Bat Man=M¥n)

Igualando a cero, vy teniendo en cuenta la proporcionalidad
entre los vecrtores modales v las amplitudes correspondientes a

cada modo, gueda:s
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Mz ase¥s + Mae Ko Xe + Mz Mxs ¥z Foeet Mun*Hardan = 0

Despejando, por ejemplo, . en funcidn de %=z, x=, etc, se
tendri
Moz X o Mo X xs Mrm* ™

”1 Y .){2 — -}{_-s-n- l}llr'
My~ aa My U PRILE AP

eruacidn gue garantiza la correspondencia lineal de xa1  con
todas las demids variables ¥z, Y= cse Mes

l.a expresidn anterior puede ser expresada en forma matricial
tintroduciendo las identidades ¥z = ¥z, X3 = M= sse  Hem = Hpd

de la manera siguiente:

‘ &1- r0 Caiz c:;......cu; &1’-
Vo 0 1 O heanes O Mo
¥e] = O 0 1 secnea O |eofu=
My 0 0 O weaeens M
L 2 ‘ 4 L d
siendn x;* wn desplazamiento ficticio (que siempre queda

multiplicadn por cero, v que se escribe solo por darle forma a

la ecuacidn) v

Moz X o Mo = 2= M ™ M na
Cam = ~— P Ca = =— § =22a Car =
Mas~ 2 22 My~ a1z Maa*aa
l.a matriz: ~ '
ﬂ l:';a clal---'lclﬂ
18] i O cnnnne O
[Sl] = 0 O 1 LI B R A 0

O O QS |




Se le llama "matriz de barrido®.
8i en cada vticlo de iteracidn se premiltiplica el vector de
ensayo por [S:]1 se asegura la desaparicidén del primer modo, vV

la iteracidn converge al segundn modo.

-tina wvez hallado =1 segundo modo, pueden ser elimidados el
primero v el segundo para que wx sea el fundamental y puede =se
calcul ado.

Fara ello se hara:

Hpa = 0 = My MageMathoe Mo Hothex M Heste s s Hlan* K "Ha

Mem O = Mg oM +Mee B o YotMezx* K xoMaxtee e Hlne* Koz Ha

Calculandn ¥z en FUNCidn de ¥Xx,s Has =3 ¥ tendremos, de la
primera ecuacién (reduciéndola por compdidad a sdlo tres

términos)

Mz X 22 M=z X =2
¥a=s - Mo — ¥
Mys= 3 12 Ma g ¥ 4y

sustituvendo en la segunda:s

HizmrMiae XKey e Moz Myg* My
o aHam - LR +
L TRE P b APPRY P

r .
MaimoMys o X a Mon
Mo |- + HezrMaez +
Mi1oMmya
L. J
i ]
Pam My Xy Mex
+ Mme |- + MM =0
X saMyg I :
L. J



(— MaimeMaze MmarMmxs + M azeMaze X szMss)

o = = Mms
(- ®WanMis"Masfez + X1 Mias Xez"Maz)

M= (M gy oM — Moy M)

Moo (Mg Maon — MHinoXa,)

Generalizando, llegariamos a obtener:

- M= (11 ~ HyneXK=y)

Mo = =~ " THm T

Moz (Mg HMoa — HinXKer)

Maa (M 33" Maz — Mi=*Har)

—-— - -y_‘“—.---

Mz (11X aoe ~ My XMo,)

Meye (Ma1Muze - XHio" X!
s = - LR

Mzezn (Mai2eMae — HimXKoy)

que en forma matricial puede escribirse (teniendno en cuenta

las identidades ¥a = Yal Yo = Mm) snes Hp & X

[ L] 1T .7
}fj_:‘ r 1 0 0 as e ane 0 X;’
}'fz () O dzsl L B I ] drp! %z’
LE = O 0 1 amuaaan 0 L
M e 0 0O R | M
2 J 2 4 L J
siendo ¥a? vy ¥z’ desplazamientos ficticios (siempre

miltiplicados por cero)
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Mame (K 42 Mz — MainHxi)

los = ~
Moo (M 12 Mae - Kiz-XKa1)

Moyt (M gz — Maim M)

drtfs = -

Moz (M1 Moz -~ KizXas)

siendo [S5=1 1a nueva matriz de barrido.

NOTA: Fl1 método estudiado se denomina "iteracidn matricial
inversa”, vy como vemos conduce al cdlculo del valor
fundamental mas bajo.

Si en la ecuacidn:
[KI-C31 = w2e[mla[X1

ze premiltiplica por [ml-*, se obtiene:

Em]“‘-.[k]-[}{] = w2 [¥]
siendo [MI-2.fk1 = [A]1 1a pueva matriz dinamica.
Procediendo como antes, &l método de iteracidn converge
hacia 21 modo wy més alto.

For esto se conoce como "iteracidon matricial directa”

EJEMFL.O:

En el sistema de la figura, el sistema

de ecuaciones algebraicas que 1o %-Sk
definen viene dado por: 4m i;
4 2 1 *Xa Y 1
m 1 Z2m ¥
14 B8 4] xz = L) }:2 r113
3k w2 %k
4 87 W M= 1
b J L. . - . m V=




Supongamos £ 31—t

Sustituyendo en [11

1
i
—_— |z
we
4
L .

Segunda iteracioén

w2

Tercera iteracidn

este caso)

1,0
1
N 3,2 =
we
4,0
Comno los

parecidos,

b

E

S

_
4 21
-la 8 34}.

4 87

1T

b ol

LxI1=

= T -

4 21
m

14 8 4]

2k

4 8 7
valores

en forma arbitraria.

( v normalizacidén posterior

1,0
3.2
4,0
L.
14,4
m
= e |45, 6
3k
57,6

a ambos lados de la

1 12
m m
2 = w | 32 =
3k 3k
L& 48
(va esta normalizado) [X ]2 =
-
14,01
m m
= 144,01 = N
3k 3k
56,0J '

no necesaria

3k

podemos tomarlo como un autovector.

12

14

"’"14,4'

igualdad

obtendriamos la primera iteracion:

en

1,00
3,18

4,00

son  muy
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l.a frecuencia correspondiente w (que sabemos es la
baja) me obtendri:
1 ' m

1 = s14,4.1 ===3 w, = 0,46-dK/m - (rd/s)
N]_l 2k

~Para obtener 1 segundo modo principal construiremos
matriz de barrido siendo:
Moz XKoo Mzme X

Camg = = Cam
May=M a2 Maa=* i

que en este caso vales

- ,
0O -1,6 -1,0
[51.]1 = ] 1 0O
0 3] i
-

mas

la

Multiplicando la ecuacidn del primer modo por esta matriz,

la iteracidn convergera al segundo modo.

> 4 2 1 0O —1,6 —-1,0 a2
1 m
Mo = 14 8 4|10 1 QO Jej3 o
w2 3k .
LKS 4 87 3] 0 i b
o L. .J L E » J
M ] r 1T To ]
b AP O —-4,4 -3Z,0 .
i m
Mol = « {0 1.6 O ||z
w2 3k
o o O 1.6 3 o
L. r N J | J
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Primera iteracidn:

. 1
[H 3 = 0
-1
o -‘ B 10 1
1 0 —-4,4 -3,0 1
1 m
«l 0l = - 10 1,6 0o || o] =
we 2k
-1 O 1.6 3 -1
. 5 J Lo

- -
A i
m m
- (9] = “ . O
3k 3k
-3 -1
L S
11
l.uego 0} es el auvtovector correspondiente al modo was.
-1
-
Este s calcula de:
1 11
1 m
sl O = e} O} ===% we = fk/m rd/s
Wl k '
-1 -1
S -

-Fara obtener el tercero v dltimo modo podemos calcular la

s

matriz de barrido:

r 1 T ]
b Q O i O o)
[S21 = [0 1 dex| = |0 0 -0,78
) o 1 0 0 1
L d . R




va que:
Mo (Mg r 341 — MW 1)
dz_.s I =
Moz \'x.—31'X11 - xzz'xxi.)
m 4.1 —- (=1).}
B = ‘—0,78
2m %,18-1 - 0O

Multiplicando la ecurcidn del segundo modos

X 4| o
1 m
Mol = - 10O
W2 3k
o 0
2 J R
rx:, ro
i m
L B P = « O
we 3k
oo O
L. R L

Frocediendo a

iteraciones.

continuacidn a

1T

1,6 a |« |0 0
1,6 3 4] Q
J L
—— 1 r ]
0O 1,432 .,
0 -1,248) - | X =
O 2,207 o
efectuar

las

0

-0, 78

>
=

o=

sucesivas



3.-METODO DE HOLZER

—-Es un método que permite calcular las frecuencias naturales vy
modos propios de sistemas de n 6DL, en vibracién libre o
forzada, con amortiguamiento o sin él.

El método se basa en suponer una serie de frecuencias de ensayo
hasta conseguir aguellas que satisfacen las restricciones del
problema, que seran las frecuencias natuwrales. Faralelamente,
también se calculan los modos mormales.

El método de Holzer, se desarrolld para sistamas de torsion,

aunque puede emplearse para sistemas masa-resorte y otros.

fplicacion a sistemas masa-resorte

Supongamos el sistema de la figura para el cual deseamos hallar

las frecuencias natuwrales.

e  — T R a— T

El método de calculo se inicia suponiendo un valor cualquiera w
para una de las tres frecuencias propias. 5i ahora a la masa m,
le damos un desplazamiento %y = 1, vy si ademas suponemos gue el

movimiento de cada masa es armdnico

®
M

= M 4, -Sen wt
la aceleracidn seri

¥y = —Wwd.3,8en wt

b
N
i



e
~
L

con 1o cual 1a fuerza de inercia sobre la masa sera

Fi = ~Myexy = m,_-wz ¥y
Esta fuerza actia sobre el resorte K., deformandolo, de manera

gue la ecuacién de equilibrio de la masa m: puede escribirse:

Kanfdy = ¥m) = MaoWd s¥y

de donde
ml-wz "M g

Ka
Con lo cual aparece un desplazamiento de mz dado pori

My =WE ey

-
2

Tal movimiento de mgz produce una fuerza de inercia de valor

Mz W2 =¥

lLa suma de las dos fuerzas inerciales actda sobre el resorte

K=z, deformandolo de tal manera gue:

My W2 ey + Mo W exa

K=

Con lo cual puede calcularse

ml-wi’-}gl - mz-wz -mz

-
~a2



Naturalmente, para x, = 1, las expresiones resultantes para el

movimiento de cada masa serian:

¥y = 1
My w2
Mo = 1 = e—————— C13
Ka
My » W2 My W2 + Mz W eXn
¥ = 1 - -
T2 K=

v la suma de las fuerzas de inercia seria

SFy = wieimy + Mo Moz + Mx¥x)

Como en el sistema gque nos ocupa no actda ninguna fuerza
exterior, 1la w supuesta coincidira con una de las frecuencias
natuwrales cuando

EFs = 0

Se trata, por consiguiente, de ir ensayando valores de w hasta
gue se encuentren los tres (las tres frecuencias propias de

este sistema de 3 GDL) que hagan

W2 ey + MeaeMe + Mxedx) = 0O

En estas condiciones, las ecuaciones [1] definirdn los modos

naturales (formas normalizadas a x5, = 1)

NOTA: Las expresiones [11 pueden resumirse y extenderse a
sistemas de n GDL, con los extremos libres como los del

ejemplo, en la forma



%
~
u

we C g -1
Ha T Hpe—r — ['—'—""‘"'" }'E Mma¥ g

K*_." EE 2}

En sistemas con un extremo fijo y otro libre, la expresion

resultante seria la misma

-

~E

E Sk 3

« 5 My 3

Sumd
En sistemas con ambos extremos fijos, la eupresidon
resultante seria
KI. Kz Kn

~A\A -~ Mma H/\/\d Mz }"—/\/\l‘ A Mey—~2 }_J\M“ Me

X
»
i

1 i-1
gy — '[“::1'341 - Wi ef m_,x_,}
Ka i=1

En el dltimo caso, las condiciones de contorno que han de

cumplirse si w 28 una frecuencia natwal es que ¥%a = 0.

-Tal como se ha dicho, los distintos valores de w ensayados
conduciran a una suma de fuerzas de inercia sobre la dltima
masa, no nula {(salvo en el caso de que w coincida con upa de
las frecuencias naturales) FPor consiguiente, podemns llevar el
valor de estas fuerzas a una grafica, en la Fforma que se

observa en la figura



TF.

Evidentemente, los puntos en gque esta curva corta el eje de

abcisas coinciden con las frecuencias propias del sistema.

EJEMFLO: Vamne a calcular las frecuencias

propias v los modos naturales % 4K ; K
del sistema de la figura, en m l

Ha
el que: é 3K
k = 1 kg/m 3; m = 1 kg 2m 1

=
Fara comodidad se tabula como % 2K
se ve a continuacidén: 3m ¢

Ha
-l.a primera columna indica 1la é K
posicidén de 1a masa. 4m L

Ha

{(Comp este sistema tiene un extremo Ffijo, se le
asigna la coordenada ¥s,. qQue sabemos ha de ser cero)
-En  la segunda columna se expresa el valor de cada
MASA.

~-En la tercera columna se coloca el producto de m-w?
{para cada frecuencia de ensayo).

~En la cuarta columna figuran los desplazamientos que
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se obtienen restando del desplazamiento de 1la fila
anterior el desplazamiento total indicado en el
extremo de esa misma fila anterior.

~En la columna cinco se coloca el producto mg-we .,
o sea, la fuerza de ifercia (producto de la columna
tres por la cuatro)

~lLa suma de las Ffuerzas de inercia sobre cada masa
; my W2 ey, s coloca en la columna seis (es igual a
4 e}

la suma de la fuerza de inercia de la fila anterior
mas la fuerza de inercia en la misma fila

-En la columna siete se colocan las rigideces.

Se inicia el procedimiento haciendo . = 1, vy

tanteando con varias w sucesivas (hasta conseguir

M = )
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W O m me=w S mew2 em] Imew2 x| K Imew2 o /K
rd/m (J?&?*
1 4 | 0,16 1 O, 16 0,16 1 0,16
~ v T | 0,12 0,84 0,101 0,271 | 2 0,13
o 3 2 | 0,08 0,71 0,056 0,317 | 3 0,105
ié 4 1 | 0,04 0,605 | 0,025 0,342 | 4 0,0855
S @ ® O,Sl?ﬁl
1 4 | 0,36 1 0,36 0,36 1 0,36
I~ 2 3| 0,27 0,64 0,173 0,533 | 2 0,267
S | 3 21 0,18 0,373 | 0,067 0,600 | 3 0, 200
ol o4 1| 0,09 0,173 | 0,0155) 0,6155] 4 0, 1539
3 5 ® @ 0,0192
1 4 | 0,64 1 0,64 0,64 1 0,64
| 2 2| 0,48 0,36 0,173 0,813 | 2 0, 406
ol = 2| 0,32 | -0,046 |-0,0147] 0,798 | 3 0,264
Tl oa 1 | 0,16 | ~0,312 |~0,049 0,748 | 4 0,187
63 S o @ -0, 499
1 4 | 1,44 1 1,44 1,44 1 1,44
ol 2 T | 1,08 | -0,44 |-0,475 0,965 | 2 0,482
o 3 2| 0,72 | —0,922 |-0,6b64 0,301 | 3 0,100
s 1| 0,36 | -1,023 [-0,368 | -0,067 | 4 | 0,017
23 5 @ o -1,006
1 4 | 2,56 1 2,56 2,56 1 2.56
w | 2 3 1,92 | ~1,56 |-3,00 -0, 44 21| -0,22
o s 2| 1,28 | -1,34 |[-1,72 -2,16 3| -0,73
1o 1 | 0,68 | ~0,61 |-0,39 -2,55 4 | -0,64
:3 = @ ® 0,03
-
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w Q§ m m=w Y mewz ex] Imew-ul K Tmewe sx /K
rd/e é\?g"
1 4 | 4 1 4 4 1 4
o) 2 |3 -3 -9 -5 2 | -22,5
~ 3 212 -0,5 -1 ~b 3] -2,0
{% 4 1 1 1,5 1,5 -4,5 4 | ~1,13
5 ® o 2,63
1 4 | 9 1 9 9 1 9
“\ 2 3] 6,75 | -8 -54 -45 2 | -22,5
S| = 2| 4.5 14,5 65,3 20,3 3 6,77
U 1 | 2.25 7,73 17,4 37,7 4 9,43
<3 5 @ w -1,70
1 4 | 12,96| 1 12,96 12,96 | 1 12,96
o | 2 2| 9.72 | -11,96 |-116,4 | ~103,44) 2 | -51,72
~ = 2 6,48 39,76 257.7 154,26 3 51,42
' 4 1 | 3,24 | -11,66 |-37,8 116,46 4 29,12
:3 = © @ -40,78
1 4 | 16 1 16 16 1 16
Ol = 3 12 -15 -180 -164 2 | -82
~
Wlz |2]¢e 67 536 372 = | 124
"1 a 1| 4 -57 ~-228 144 4 36
:3 5 @ o -93
1 4 | 25 1 25 25 1 25
“Z 2 2| 18,75 -24 —-450 —450 2 | -212,5
N[z 2| 12,5 188,5 | 2360 1935 3 645
£§ 4 1 | 6,25 | -456,5 |-286 —925 g | -231
b ® ® -225,9
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W .Q\\ m m=w H Mew2 x| Em-w2ax] K Im-wz «u /K
s «QSJ\
<

1 4 1) 1 36 36 1 36
O 2 3 27 =35 -245 -709 2 -455
™ 3 2 18 420 7560 =¥ Yup ] 3 2220

n

:3 4 1 9 -1800 —-146200 ~-F550 4 -455

S @ L 588
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Con todns 1los datos anteriores puede trazarse la curva de Mg
frente a w, de lo cual se obtienen los valores de las
frecuencias principales.

Moy * u),:O,stﬂ(

Con estos valores de Wiz Wz Wx Y Wa pusden hallarse los

valores ode i, Yo ¥z Y Yax: QuUe serian las formas modales.
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Aplicacidén a sistemas de torsion

Supongamos, para simplificar, el sistema semidefinido de la

figura:s I 12 Iz

KtL k%z

~Taa 1= e Ix son los momentos de inercia respecto del eje de

giro.
~Kes V¥ FKez =son las ctes. del resorte de torsidn

MNem/rd

medidas en

-Aplicandn a cada disco la 2= Ley de Newton, tendremos las

ecuaciones:

11'61 = —Kt1-(61—92)
Iz'ez = ""l“:q;i L] (92‘91) - I‘:gz' (Gz-93)
13'93 = _k:t-_z' (es"'ez)

£id

NOTA:Dado que el sistema no estd fijo en ninguno de sus

extremos, la suma de las ecuaciones anteriores ha de ser

cero, o en otras palabras, en una vibracidn libre la suma

de los momentos debidos a la inercia es cero.
sumando queda

1,9 4+ oo + Ixe@x = O

Si el movimiento de las masas es de tipo armdnico
cierto cuando las masas vibren en uno de
principales), en la forma:s

8, = &3,; «Sen wt

En efecto,

(lo cual =era

SUs modos
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quedaria, al sustituwir en 1]

—W2'11'61 -Ktl-(E!; - eg_)

"Nz'Iz'ez = "'"::gz_'(E’z - E‘;) bl Ktz" (92 — e;)

Wl R = ez (Edx — )

cuya suma vale también cero:

w2l,e, = 0 £21
1

L R

i
Al igual que para el sistema masa-resorte se parte de una
frecuencia de ensavo w; v se hace €, = 1, en forma arbitraria.

A partir de ahi se calculan B v &

=, = 1
WZ'I:_'e:,
B = 3, - [3]
Ktl
we
E':s = E’z - — (11'61 + 12-92)
Ktz

Los valores hallados £,, &, vy & en las ecuacionss (31 se
sustituyven en la ecuacidn [2], para ver si se satisface.

8i ello es asi, la frecuencia w supuesta s una de las
frecuencias propias.

—~Generalizando para sistemas de torsidén de n DL, las
ecuaciones para aplicar el método de Holzer en sistemas con

extremos librez seran:

n
) N'?I’,E’g_ = 0
i=1
we ji-1
EJ = E’J-‘i - —-—'——"E Ii'e’. (j=1,2,.-.|‘l)

Keegms, *+™12



EJEMPL.O:

Calcular las frecuencias naturales y modos del sistema

de la figura:

kt; ktz Kta
) )] i \ D
l& 1. I,y Iy
EN=m
I, = 0,4 m2-kg Kea = 10
rd
I= = 0,8 % Kez = 20 "
Ix = 0,4 " Fex = 10 "
14 = 0_.4
Se puede partir de una frecuencia w arbitraria. Fero
51 estuviera muy alejada de 1la fundamental,

necesitariamos muchas interacciones.

For ello, suele ser recomendable en estos sistemas
suponeyr otro equivalente, consistente en dos
masas Jag = Iy + Iz © Ize = Ixs + Ja, conectadas por un
eje de rigidez (conexidn serie)

1

Ktu -

1/Fvs + /Kqm + 1/Ks

Las frecuencias propias de este sistema semidefinido de

2 GDL. son faciles de calcular

lieg + loe
Weo = :Et + = 173 rd/s
lie » lze
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Partiendo de &, =1 v w = 173 rd/s, =@ hallan &,

o

£33 y 3,4, asi comp ¥ I 83wl

E Rk
Se oheerva que esta altima expresion
(sumatorio) vale —0,92 kN-m, es decir no se anula,

por 1o cual w = 173 rd/s no es una frecuencia propia.
Ademis, el signo negativo del sumatorio indica que la
frecuencia de ensavo no es demasiado alta para
constituwir el primer modo.
En consecusncia, Se ensaya con w = 1465 rd/s que conduce
a un sumatorio de valor 1,3 kiN-.m, qgue tampoco es nulo,
pero ahora positivo.
tna interpolacidn lineal entre estas dos frecuencias de
ensayo da w = 170 rd/s que serd la tercera frecuencia
de ensayo y gue da un par residual (sumatorio) bastante
bajo., por lo que puede considerarse, con bastante
aproXimacidn, como una frecuencia natural.
Para esta frecuencia, los valores de =y = 13
S = —=0,197; S = —0,766 y B4 = —-1,043 indican

primera forma modal.

la



13wz

w 1 = w2 LIE@wz | Ke [1/K I160w2
kM-m

rd/s|m2 kg rd (rd’z| khN-m khM=m rd rd

0.4 | 1,000 11,97 11,97 | 1o 1,197 1
oot |-0s197 -0, 59 11,38 | 20 0,569 2
N lo.a |-0,766 -9,17 2,21 | 10 0,218 3
S 0,01-1,043 3,12 -0,92 4

0,4 | 1,000 10,89 10,89 | 10 1,089 1
L) 0.1 |-0,029 -0, 24 10,65 20 0,532 2
O 0,4 |-0,621 —-6,77 3,38 | 10 0,388 3
—

0,1 |~1,009 -2,74 1,13 4

0.4 | 1,000 11,56 11,56 | 10 1,156 1
COlo.1 |-0,1586 -0,45 11,11 | 20 0,555 2
M~ 0,4 |-0,711 -8,22 2,88 | 10 0,288 3
—

0,1 |-1,000 ~2,89 -0, 01 4

0.4 | 1,000 50, 1 50,1 10 5,01 1
~J [o.1 {-3,01 ~50,3 -0, 2 20 -0,01 2
;ﬁ:? 0,4 |-4,00 —-200,7 |~200,9 10 -20,09 3

0,1 |16,09 201,6 -0y b 4
rz;:) 0.4 | 1,00 138,3 | 138,3 10 13,83 1
D 0,1 |-12,23 -443,6 |-305,3 20 -15,26 2
L) 0.4 | 2,43 36,7 31,4 10 3,14 3

0,1 |-0,70 -24,4 7,0 4




/
L/|uz = 354 rd/s
/
&3
/
/
/
/
. /
AN
i 2 JE O 4

M / 7&

. NN 177

AN S N Wy = 170 rd/s
\ N\ / / {modo fundamental)

N A
\‘ 7% w= = 588 rd/s

\|/
%

Observese que el modo fundamental no presenta nodos

{intersecciones con el eje, o sea, amplitud de vibracidén nulad,
mientras que el segundo modo presenta un nodo v el tercer modo,

dos nodos.



4, ~METODO DE MYKLESTAD

Este e un método =imilar al Holzer, pero que se aplica =&
zistemas de masas concentradas conectadas por elementos de viga
=in masa, vy nque calcula en forma progresiva, la flecha,
pendiente, momento y cortante, de una seccidn respecto de 1a
seccidon inmediata.

Igual que en el método de Holzer, la frecuencia de vibracidn
supuesta ser& una de las fundamentales si se satisfacen las

condiciones de borde.

Aplicacidén a Sistemas sometidos a vibraciones de flexidn:

Sea el sistema de la figura, en el gque se han representado dos
cualesguiera de sus m masas concentradas my Y Mi+1, Wnidas por

el tramo de viga 1:,. de seccidn uniforme

O—0O ™"

Consideremos el cuerpo libre conprendido entre las secciones i
e i+l (gque engloban la masa my v el tramo equivalente a 1), vy
supongamos gue, por efecto de la vibracidn, se deforma como se

ve en la figura (pag. sigt.).
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Como =e wve, los tramos contiguos a la seccidn han sido
sustituidos por las correspondientes acciones de cortante vy
momento.

Ademas e ha supuesto gue las masas vibran con movimﬁenta
armdénico, de manera que la fuerza de inercia puede
representarse por ms -y -we

~Aplicando a2l +tramo aislado las ecuaciones generales de 1la

estatica, tendremos:

Viweg = Yy -~ mi-yi-wz 11

Myws = My = Vymaoly (My = My + Yywsoly) £21

-En deflexién de vigas, vy por consideraciones geométricas,

podemos escribir:

1 r.133
By = O3 + Myaea-n + Vyag- [31
EI _ ZE1
i L i

1z 1=
Vi1 & Yy + By 01y + Miea~ + Vyean £41

2EI FE1

43 i
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siendo:
- la pendiente en i+l medida a partir de la tangente
—~i— en i, producida por el momento unitario aplicado
- = i en i+l
- " la pendiente en i+l medida a partir de la tangente
en i, producida por la fuerza cortante unitaria en
L = i i+] (que a su ver e igual a la flecha en i+l
producida por el momento unitario en i+l)
1= flecha en i+l medida a partir de la tangente en i,
JFET producida por un cortante uwnitario en i+l

i

i.a aplicacién de las cuatro ecuaciones anteriores, en la
secuencia dada, permiten hallar todos los parametros en i+l, en
funcidn de los de i

-De las cuatro condiciones de borde en cada extremo (M,V,0,y)
se conocen generalmente dos (por ejemplo, uwun voladizo con
extremos libres en i = 1|, tendra ¥V, = 03 M, = 0 Tomando en
forma arbitraria vi = 1, puede determinarse 9,)

Debido al caracter lineal del problema las cuatro cantidades en

el extremo mas alejado pueden escribirse:

Vaa = @, + ba-8y
Mo = 82 + b9y
£513
Gn = aAm + b.:s"ea_
Vo = Ba + barfy

¥

en donde 2314 Azaexs bDas bzse.. son valores constantes y 8: un

valor a determinar.
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una "viga en voladizo" (mejor, uwun conjunto de masas

puntuales v tramns de viga con tal forma) las frecuencias

natuwrales seradn aguellas gque hagan 8., = v = 0 {(siendo n el

empotramiento)

EJEMPLO:Calcular con frecuencias naturales del =zistema de 1l1a

figuras
Mms Mz M=
1 1 1
(:) N\ I
—/ /
1 2 3
1 = 0,5 m El = 0,10107® N-m2
1 1
my = 100 kg — e QS
EI N«m
12 1
m= = 150 kg = 1,25:107% —
2E1 N
1= m
m= = 200 kg = 0,4166-10"% —r8
ZET N

El calculo se inicia en la estacién 1, tomando como
consideraciones de borde Vi, = 03 M, = 0 v suponiendo
una frecuencia de ensavo (en este caso, w = 10 rd/s).
Como las cuatro cantidades Va:, Mhs Bas ¥a vienen en la
forma a + b-8, es preferible tabular en dos columnas
separadas,

El calculo de la columna de la "a" parte de

V1=M1=0,91=0,Y1=1



El calculo de la columna de la "b" parte de
V, =M, =0, ©; =808, vy, =0 (siendp 6; = 6 el angulo
girado al ablicar la flecha v, = 1)

En estas condiciones se tienen los resultados de 1la

tabla:
v | 9 y
_ Newton Ren rd a
l 3 b L] b 3 b 3 b
1 0 0 0 0 0 4 1,0 0
20 -10,000 0 5,000 0 0,0§25 | 1,0:6, 1,00208f 0,5.8,
3 | -25,031 | -7,500.0, | 17,515 | 3,75048, | 0,0687 | 1,00937.0, | 1,0198 | 1,00156+0,
§ | -45,427 | -27,532.9, | 40,228 § 17,516-0,§ 0,2131 | 1,0623-6, | 1,0855 | 1,5167.6,

El wvalor de S, se halla haciendo 6, = 0, es
decir
B = 0,21131 + 11,0625 9, = 0 === @, = -0,2006117

La flecha y. sera:

Yo = 1,0853 + 11,5167 (=0,2006117) 0,78128

que comnno se ve no es nula. Luego w = 10 rd/s no es una
frecuencia fundamental.

Habria gue ensavar con otros valores de w. Graficando w

contra v, se obtendrid una curva cuyas intersecciones

con el eje de abscisas darian las frecuencias

tﬁuL:la&q rd/s
A o

natuwrales w.

\ P2
\ P

\O\,_,//O/

W= 20 rd/s
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Aplicacién a sistemas giratorios sometidos a vibraciones de

flexidn

Este es el problema tipico de up alabe de turbina, helices,
ete.
Estos sistemas giran alrededor de un eje, y sufren vibraciones

de flexidn en &1 plano perpendicular al eje de giro.

vibracion eje de giro

=

Las acciones actuantes en el tramo i + i+l pueden representarse

como se ve en la figura.

mje de giro

Myes

Vit 1
.;f_;L’
Ms ‘ Meieyl-w = @
iy | ‘_”_#’,,,//////// Fava ::7
VIR —
\

F .1

4 Yies

Y

1s

Los tramos 2 la izguierda del considerado "tiraran”" de éste

con la fuerza de inercia (debida a @)
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i-1
Fi = L1230 ¥ Myt s
j=1

Teniendo en cuenta gue la fuerza de inercia (por la rotacidén )
sobre la masa my es
Q2 amg =¥y

tendremos en conjunto:

F"._._’. = F,‘ + H2 "My "Ma -]

El cortante sera:s

Viwes = Vi = MyevaeWe — Fuiae 8@ L71

l.a ecuacidon de momentos seri:

Miws = My — Viawarly + Foaaeo(Vaesr = Vi) =

Sustituyendo la ecuacién [41 en 1a [8B]1 gueda:

12 1=
Mywa = My = Mawarly + Faaese| Ga1y + Myiaa- + Yy
ZEI JEI
13
l| = Fu-:,'—"
(N 31 Fiss
oy T —————— = Yy | 4 8] —————— 191
12 12 12
{ -Fregom— { - Faagrmomr §- Fiear —
2E1 2E1 b3

L.as ecuaciones [61,[71,[91,[31 v [4] permiten resolver el

prioblema.
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Applicacién a sistemas vibratorios sometidos a vibraciones

acopladas de flexidn y torsidn:

Este es el caso tipico de las alas de aeroplanos y otras
estructuras tipo viga, e&n que se producen simultaneamente

vibraciones de flexién y de torsidén.

vibracicn
de

flexion
SH

e

/ r
“vibracion

En este tipo de problemas se supone que la vibracidén de
flevidn se produce siempre en el plano yox, mientras que la de
torseidn se produce alrededor del eje ox.

Sea 8; la distancia del centro de gravedad de cada seccidn al
2je de giro de rotacidn (c. d. g. donde se supone concentrada
la masa de la seccidn).

I, es 2] momento de inercia de la seccidn i con respecto  del

eje ox.



For Steiner:

Ig = Ia + m;-S;Z //

Aislando @1 tramo (i) - {(i-1), gueda:

Y

U1+1
M!.+:|. =

Ties =

Byeq =

Y2 =

§1+1 =

Siendo Ty el

Virs

Vy - m;-wz-(yi + 53 +84)

My = Viwa=ls

T’. o+ Ii -|pj2 l§" e m’_.siny’_-w.’:

1z ' 1
O, + Vyegs | | + Mawge| —
2E71 El
i} i
] 1= 12
Y + 83014 + Vg | e + Myaa-
3ET 2E1
L 1 i
81 + Towa Kes

momento de torsién

|

rigidez a la torsidn



Si uno de los extremos de la viga estd libre (punto 1) las

condiciones de borde seran:

V1=M1=T1=0

©y = 6 para v, = 1
§1 = 8
Al igual gue en el caso anterior, las cuatro cantidades en el

extremo mas alejado estan relacionados por las expresiones:

Vo = @y + bae9y + T1+8a
Mn = 82 + bhz8®; + Ca~8a
B, = ax + bz-9, + Cx+5,

Yo = 8a + ba=8y, + Ca-8a



S5.~-METODO DE LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA

-E1 método de la matriz de transferencia puede considerarse,

comoc la sistematizacisdn matricial del método de Holzer

Mvklestad.

Y

Es muy adecuado para aplicarlo a sitemas complejos,compuestos

por subsistemas mis simples.
FPuede aplicarse a sistemas amortiguados, en vibracidn libr

forzada.

~El método consiste en dividir un sistema complejo de n G
en un conjunto de elementos o "segmentos”, cada wuno de
cuales consta de un "tramo” con un resorte de rigidez dada
una "estacidén” que comprende un "punto masa" m.

En cada extremo de los "tramos” o de las estaciones, se def
un  "vector de estado” o columna de ndmeros, cada uno de
cuales representa el valor de una variable presente en
punto. Tales variables se denominan "variables de estado®.
orden de las variables de estado, en el vector de esta
puede tomarse arbitrariamente, aungue luego tal orden a

mantenerse en todos los calculos).

e o

DL,
los

b4

ine
los
ese
(El
do,

de

El método consiste en encontrar las ecuaciones gque relacionan

el vector de estado de uwn punto con el contiguo, vy hacer

se cumplan las condiciones de contorno.

que
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Aplicacién a sistemas masa-—-resprte no amortiguados

~Gupongamos un sistema de n GDL, no amortiguado, como se ve en
1la figura.

~El1 sistema se divide en n segmentos, cada uno de los cuales
consta de un resorte sin masa de rigidez K y una masa puntual
m (en la figura se ha representado el segmento enésimo, con su
"tramo® v su "punto masa").

estacidn estacidn
n-1 n

Mee

Mey+1

Mey—za Mg,

T
-~ m

Ke

kn—-z :n'—l

1
] HH
H g3
)

[}
—tramo-4testaci dn!
1
1

H n : n
N=———gegmento————4t
FDn-—-i =kn : an
<4 -’-/\/\/\—1 [
1 ]
| » t P,
[ ¥D 2 ] i
H i
} My H
FZn H i FPe
4————1—— L
i ;
; }
—b —
uI ul.,
En forma sistematica, 11zamamos:
FPupawr1 = fuerza a la derecha de la estacidn n—1
FI, = fuerza a la izguierda de la estacidn n

FP., = fuerza a la derecha de la estacidn n
P = desplazamiento a la derecha de 1la estacidn n-i

¥, = desplazamiento 2 la izquierda de la estacidn n

<
U
i

P, desplazamientno a la derecha de la estacidén n
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(Como se ve, todas las variables se refieren a los extremos de

la estacidn)

-En el tramo n se pueden establecer las siguientes ecuaciones:

FP.., = FZI. £11

FPre—y = e (M T -uP ) L21

l.Las ecuaciones [11 v [2] pueden expresarse en forma matricial.

11 - D
u i 1/k »
= . £33
F O 1 F
in - n n—1
- 3
M
en donde la matriz F | es la "matriz de estado” {en 1a

acidn na, v en el lado derecho o izguierdo, segin E=e

D
n
r

indica), v la matriz cuadrada es la "matriz de

campo”.

l.a matriz de campo, por consiguiente, relaciona los vectores de

estado en los dos extremos de un tramo.

-En la estacidn n se pueden establecer las siguientes
ecuaciones:

FDn - FX ., = Ma e £41

5i el movimiento de m. 85 arméniceo, de frecuencia circular w,

podemos poner:

FP., = FI, — W2 eMfin*Hn [S1
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también podemps escribir

L&l

matricial:

D 1

£71

n n n

1 0

La matriz cuadrada se le denomina "matriz de punto®

W2 iy 1
v relaciona lns vectores de estado en los dos extremos de la
estacidén n.
tendremos la

~-Sustituyendo la ecuacidn [71 en la ecuacidn [31,

entre los vectores de estado en ambos extremos de un

relacidn
D D
v b
segmento: por ejemplo, entre ¥ (como se  ve,
F F
n—1 n
ambos en el lado derecho)
D D
¥ 1 O 1 1/k Y
F ~wW2 =M 1 0 1 F
n n n n—1
operandos:
D D
b 1 17k %
= wZ LN} ] ] [BJ
F —wZ = m 1 - F
n K n n—1
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La matriz cuadrada dltima (que relaciona el vector de estado en
el final del tramo n—-1 con el vector de estado en el final del
tramo n se le denomina "matriz de transferencia para el
segmento n".

~l.lamando [EJ al vector de estado vy I[T1 la matriz de

transferencia, podemos poner [83 en forma simplificada:s

[EID,, = [Tln-[EIPq_y [91

Con valores conocidos del vector de estado en la ecuacion
primera, vy un valor elegido para la frecuencia circular w,
pueden calcularse progresivamente los vectores de estado bhasta
la dltima estacidn n.

l.a expresidon sera:s

[EIP, = [E?Jn- [Tlmmgon=- [?J;}-tEJDo L1603

(Observese que en sistemas masa-resorte como él de la figura,
las matrices de estado tienen siempre los mismos términos.
Stlo se modifican los correspondientes valores de m vy k' para
cada segmento, por 1o gue resultan muy sencillas de construir.
-Evidentemente, las frecuencias naturales del sistema seran
aquellas gue satisfagan las condiciones de contorno.

FPara ello se procede a ensavar sucesivos valores de w,

pudiendo dibujarse las graficas w ——* ¥ ©o w —3>» F

NOTA: Observese que el determinante de 1a matriz de

transferencia siempre vale 1
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pplicacién a sistemas masa-resorte amortiguados

k-.n-—-l Kl’"
My 3 /\/\, M /\/\/\ Mere 2 -—/\/\/\—
— =0 =1
Cey—1 Ce Crre-a
: : i
i ! _ [
¥tramo n—festacion n!
! i :
Ymm——gegmento n-————{
: . i
"_’}{Drp—-]_ "—_—"M ln
1 ¥
t [}
: kr. :
FDn—:.‘—-_"‘r /\A’ 1 FIrl
e n_ ]
Ce i
: r mr-'
IFr  ¢— PP
]
]
i : s S
——u
~En el tramo n puede ponerse:
Fo,,_, = Fz,, ' £11
FDn—-I. = F:n' (H:n-)‘{pn—-i) + i'w.Cr|' (xzn—xon-—t) [2]
(siempre gue el movimiento sea armfnico)
M = i awWeen
FPheyr = (Kp + dewWwegtn) o (uI —uPo_y) [3]

l.as ecuaciones [11 vy [3]1 pueden escribirse en forma matricial:

1 b D
M 1 o
b+ iewWee
- . £41
F O 1 F
n n n—1

Como se ve es una ecuacidn similar a 1a obtenida para sistemas
no amortiguados, sdlo que ahora el término de rigidez, en 1la

matriz de campo, tiene forma compleia.
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~L.a ecuacién para la estacidén n es la misma que en Casp

anteriors:

w i

F —~W2 = M,
n

~Sustituyendo 1a ecuacidén [S5] en

de transferencia para este caso.

n L}

1a (4] se obtendrid 1la matriz
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Aplicacion a sistemas de torsion no amortiquados

In-«-:l.
In-—?. : Irl : Ir1+1
] o Kemes e bt Kenea
] : : i S
- : | !
| L}y ; !
: ! i
itramo n testagidn n
! H :
i cseqmento n L
Criterio de signos
T El =entido positivo para el
> eje A
: > par de torsidn T y el angulo
2] girado @ es el gue resulta
de aplicar la regla de 1a mano derecha segin el sentido

positivo de ® mostrado en la figura.

~8i ke e la rigidez torsional del tramo n, aplicando las

Fii]

TDH—-:I. = TII"I

TDru--—!. = K‘l:' (ezn_epn-—l)

que en la forma matricial puede escribirse:

n 3] n—1

-En 1a estacidén n se pueden aplicar las ecuaciones:

™, = T = Wé o] 8

er, = af, = o

cuaciones de eguilibrio estatico a este tramo resulta:

L1l

£21

L4431
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gue en forma matricial queda:

D D
2] 1 Q ]
= . [&1
T w1, 1 T
n n n—-1

~Combinando [31 yv [6]1 se obtiene:

D D
o i 1/7ke e
={ WE Tl |- £L71
T ~WZ e T, b —— T
n Ke n n—1

y
Como se ve, 1l1a matriz de transferencia, cuyo determinante vale

1, es idéntica a la obtenida para el sistema masa-resorte.

EJEMPLO: Determinar las frecuencias naturales y modos en el

ifl

igstema de la figura:

I, T2 I"‘
| | ! ' |
| ' | ey || Kes ke, |
! | , '
| | '
| | | | { |
| | | ] | | |
| \ ! ! !
l L 1 | | |
) seqmepnZod | : | I I
A v H "L | I
4_;Qg@msérh4%_+ ; :
¥ - - |

I, = 0,4 m?2 kg ! seamento3 4 : :
1 |

I = 0,1 m2-kqg Seogmentn? |

ktrs = 20

Fea = 10 n
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Observese que para seguir la sistematica definida, e1 primer
segmento cuenta s6lo de una estacion. El tramo (inexistente)
tiene Kesa = 0

-Empezando por 21 segmento 1, la matriz de transferencia, sera
la correspondiente a 1la matriz de punto, con lo cual 1la
ecuacion [7]1 gueda (para 8, = 1 rd v TEZ, = O)

D D
a 1 Q =) 1 O 1 1
T -w2el; 1 T -0, 4wz 1 0 ~Q, 4w
1 1 1

Fara el tramo 2, la ecuacidn [7]1 queda:

i [

L ! $7ke2 8 1 §0-4 i § - 0,4-10"%-w2
= wtela |» = . =

Tl |wl - T {-0,0om 1 -wee30of | -0,8u2] |-0,5u2 ¢ 0,4-10-3
2 Kez |

-En 1la miema forma pueden escribirse las etuaciones para los
segmentos 3 y 4
-En la tabla se han representado los valores de los vectores de

estado para diferentes frecuencias circulares ensayadas:

D D D D
w 2] 2] e a
rd
T T T T
S 1 2 A 4
-1,00 -0, 156 -0,711 -1,00
170
-11.56 -11,11 -2,88 Q,01
1,00 -4,.01 -4, 00 16,09
354
-S50,10 0,20 200,90 0.6
1,00 -12,83 2,43 -0, 70
588
-138,30 -305, 30 -31,40 —~7 40
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Come sabemos, las frecuencias naturales serdan aquellas gque
satisfagan las consideraciones de contorno que por  Ser  un
sistema semidefinido, sera TPga = 0

En consecuencia, W = 170 rd/s es la frecuencia fundamental
w = 354 rd/s es aprovimadamente igual a la primera frecuencia
propia.

los modos propios del sistema son los correspondientes valores
de @ |

(Comparese este resultado con los obtenidos por el método de
Holzer, para este mismo problema)

(lLa condicion de contorno TP, = 0 conduce a 1la ecuacidn

caracteristica del sistema. En efecto,
TP, = 0,8410729.w® — 4. 10-1Cw® + 4,55.10"FS.wt — w& = 0

de donde pueden obtenerse los 4 valores de w?)
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Aplicacion a sistemas de torsiden amortiguados

Irn-l I'n Ifn-H
Cf,, Ctnu k
i} —}

\ [ - [

Kf'n Kf’h-ﬂ

g e i

En el =sistema de la figura =ze ha supuesto amortiguamiento

en

l1as barras que unen los discos, vy amortiguamiento al giro del

propio disco (por ejemplo, el rozamiento con el aire)

~l.as ecuaciones para el tramo n serans

TDr1-—1 = Tzn L1l
TZn = Fen® (0n=8n.1) + 1eWeCen® (Bn=8n—) =
= (kpm + 1WeCen) s (8,0 [21
En forma matricial:
1 1 D
2] 1 )
= ke + iwege |-
T 8] 1 T
n n n-1
~Las ecuaciones para la estacidn n (disco) seran:
ar,., = a1, £41
~WZ Ir"'er't = TDn = T = 1 W Cen"n

gque también se puede escribir:
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{(1eWrlgn ~WEel)el, = TR, — TZX, [51

En forma matricial:
D 1
<] 1 0 =]
T i WeCemoweaI,, 1 T
n n n

-Sustituyendo [&43 en (8] tendremos la matriz de transferencia.

EJEMPLO: Determinar las frecuencias naturales vy modos del

sistema de la figura:

1, = 1= = 500 lb-pulg/s?
I!. IZ I4
u P = — Ix= = 1Ia = 100
k= ko [ Cen
D bz = ks = ka = 10 1lb.pulg/rd
1
ka gz = 104 lb.pulg/rd
-
- L] Ca = 2,104 "

Observese gue adn cuando el sistema esté sometido a

un par de wvariacidn senpidal T = Te-sen wt, las

frecuencias naturales seran aguellos valores de w  gue

produzcan un  par nulo sobre los extremos (vibracidon
libre)

Wl (wely = enega)o1070 | (K, & iowecg)elgme 8a T2 (x+104)

o 0,50 + 0,0i 5,0 + 0,0 -0,5 + 0,0i

~

]S 0,50 - 0,311 1,0 + 0,01 0,50 + 6,0 -0,75 + 0,158i

ﬂ

" 1,0 +0,01 §,0 + 0,0 -0,25 + 0,158i | -0,5 + 0,0i

3

1,0 +0,01§ 3,0 + 0,635i -0,607 + 0,384i] 0,107 + 0,384i




Repitiendo 1los «c

obtiene el diagr

separado las partes real
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Alculos para otras
ama de la figura

2 imaginaria de TP4)

(en el cual

TD“. 10—6
a1 s s} e oot woows ovwon  cnoes smerm sovme snorm § e i oot st J mas aass sores rne. | SRS ST |
L 1] 1 3 ] 1] 1
! ! i ! ! ! ;
0,8 |- ! ! ] ! ! ! !
1 3 1 1] 1 1 1
] 1] 1 ¥ [} ] ¥
o T S RS P——— ] ! ; !
1 3 ] ]
1 1 1] 1 L
0,4 . ! f——y : m{T)
! T T~ |
0,2 [t LS e N L T
—-d 7 ! N, /— Ret(T) |
0 ol L b N} n 1
e 32 L= Da & 2,09 10 L2 15

Bl poar reasul Cacttes pewr-ae Wl

- 1 sralwra

TP twy) = f 0,1072 + 0,3842.10% = 0,394.10% 1b.pulg.

frecuencias e

han

l.a primera frecuencia natural se obtiene donde la parte real de

T corta al eje de abscisas

Wa

= f 930 = 30,5 rd/s.
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Aplicacidon a sistemas dentados

-En la practica se encuentran sistemas dentados (o no)
complejos, Con wna o varias ramificaciones (trenes de
engranajes epicicloidales, aAccionamiento de varias heélices
desde un s4lo motor de barras, etc), que pueden ser abordados
por este método.

l.a figura representa un sistema de torsién ramificado, unidos
los dos ramales por los engranajes de relacidn de transmision n
e inercia despreciable frente a las de los dos Arboles.

Se pretende calcular las frecuencias naturales y modos del

sistema, v concretamente, los del eje A

h

H s9 H

; —_— —1

1ts 1 @5

N : E

N B T

§ 1B Kem ! ]

| il
i ; ; T PR
T S N : ; P
: : N ! T PO ; |

3 s - N e 3 [l

[] H "'tz : l,"-tg : ] ] ;
= I =
: ; A TN ! ; ! ;
! ; 1 t3 ! e3 ! ; ;
el T 2 — 3 C—— A : ;
[ —— b s3 : : ;
e1 ! £2 | ey - t4 ! ed |
J — ek A — Y
; =2 : ! £4 ;
- ————— K- - -4

(Observese que en la practica la dnica diferencia entre este
caso vy los anteriormente estudiados es el par adicional gue se
introduce en el eje A por la rueda dentada, debido al eje R)

En el segmento 5 (s5) puede escribirse:



D D

Om 1 1/kewm =)
= We e Im] =
Te ~wigsly - — Te
5 Feom 2

siendo we la frecuencia de vibracidn del eje E.

D
fp
Despejando » ©O sea, premultiplicando por la inversa de
Te

2z

esta matriz de transferencia, tendremos:

l— 1D - - o 1D
Op Wemelm =)
1- —FF —1/kew
= Kta "
Te W2 e I 1 Te
- 42 k.. o L. .45

Comn TPpe = O , gueda:

- - D - -
99 NZ'IQ
1_
= Kewm " O
Te Wzg'la
L. 12 | d
De donde se obtiene:
sz. IE
‘:'Dgz - 1" 'GDBB

Kess

TPa= WipeleGPpy

vy eliminando entre ambns OPgy

Weglm

NZH- IE
1~

Kes
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Teniendo en cuenta el equilibrio de pares del engranaje,

escribirse:

TPam = Tiaz + TPex

Expresando TPex en términos de wa, podemos poner:

nz -wzﬁ- IE n2 -wzn- IE
TPp= = = 6P g
(a2 'W"‘,...:[a ni -wzﬁ-ls
- ——— i~
e N2 «kes
Como también se tiene: 6p = n-O4
OPpm = —Ne@lgg = —Ne@Pap

podemos escribir:

Kes
Sustituvendo la ecuacidn [3] en la ecuacidon 11
NZ swSgelm

TPoz = T ia=e — » BToa

wz anr I=-n2

H‘I:B

puede

£11

£21

£41

l.as ecuwaciones [41 v [21 pueden escribirse en forma matricial:s

o 4D - . b - T I
aﬁ 1 0 E'A
-— —wZQ- Is.ns -
i
T 1-wZ e Tmen2 /fkew Tea
8 42 L . iz

siendo esta matriz la "matriz de punto” de la estacién 2.
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~l.a matriz de campo para el tramo 2 puede escribirse:

1 D

Ten 0O 1 Tea
2 1

Con 1o cual la matriz de transferencia para el segmento 2 sera:

- - D - - r TD
A 1 1/Ee= Qg
= ~W2 ne Imenx wea NI/ Kez .
1 -
T 1-w2 aeIm*nZ /K e 1 — wiarn2 s Im/Kes Te
. i L i L 1y

l.ag matrices de transferencia para los demids segmentos se
calcularian siguiendo los procedimientos conocidos, asi  como

las frecuencias vy modos principales.
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Aplicacidén a sistemas sometidos a vibraciones de flexidn

~-l.a Ffigura representa una viga idealizada mediante wn conjunto
de segmentos, cada uno de los cuales se compone de un  tramo
{gin masa, pero con rigidez) v una estacidn (que concentra

toda l1a masa, v sin rigidez)

Mey—12, M Mer-1

: :Vrl-'l : : Kvn :/’_\g Kvn-.-!.
| e} oBnZal :\‘“’/3
D e S G P !
: Se-1 R — SR
o~ »{ Sy i

e e s o s e s e e s e o qlf/

' j g H

B e s s s s e s e e e %/

~lLas ecuaciones sobre cada tramo vy cada estacidn son las que se

muestran en las figuras:

v Vi,
I
M ] o1

Yo

Fe

vDr‘u

> MDn

~
— wm - ...}

[x]

-1

Mzn

Y™
Ty

‘

QD‘_‘__' 1

7
Wy
2

MDn-—-:.
YDn--:I. V’n

v

I

I

i

]

i
[y
2
:{sr
|

i

i

i

i

i

i
~
b4

{lLas acciones F., ¥ Thy dibujadas a trazos, son unas posibles
fuerzas y pares exteriores actuantes sobre la viga, pero que en
la euxplicacidn gue sigue no las vamos a considerar, para no
complicar excesivamente los cAlculos)

-Fara el tramo n pusden escribirse las siguientes ecuaciones:

VB L1l

Cortantes: LY.L

Flectores: M2, = MPy — 1oV, L23
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1 1z
Pendientes: &2, - 6P, ., =|——]MI, + ST [31
El ZE1I
n n
Defleviones:
12 1=
YIqa = Y2y T 18P, + ME. + VI, L41
2EI 2IEI
n n
Sustituvendo la ecuwacidén [21 en 1a [3]
1 12
ar, = ap,,., + MP, - Vs [S1
El 2E1
n n

Sustituyendo la ecuacién [2]1 en la ecuacidn [41 gueda:

1z 1=
MR-y~
Z2E1 6E1

n n

an = yDn--l. + ln'epn—l + -VDI"I""I.

La "matriz de campo" se obtiene escribiendo en forma matricial

las ecuwaciones [13, [21, [51, [&1]

r 11 - 1z 1F 4 r 1D
b4 11 - Y
2E1 6E1
1 12
a 0 1 - -]
EI 2E1
= [71
M 0 0 1 -1 M
\Y O 0 O 1 Y
L. in L ik ] n—1

L&l



-FPara la

ecuaciones

movimiento

Cortante:

Flectores:

Giros:

Flechas:

418

estacidn n. pueden escribirse las siguientes
(prescindiendo de F, vy T. ¥y suponiendo que el

vibratorio es de tipp arménicold:

Ve, = YT, — Weemqevi, (gl
Me., = MI,, [21
(Si el momento de inercia de la masa m, respecto de

un eje perpendicular al plano ¥-y no fuera nulo, la

povacison [921 seria MP, = ME, — wi«],,-0%.)
BT, = ab, L1001
YiIn = YP, £1113

l.ae ecuwaciones [81, [21, [103 v [111 en forma matricial,

determina la "matriz de punto":

r 'D I~ < r‘ 1 I
v 1 0 o} O v
e Q i O 18] =]
= . £121
M O QO 1 Q M
Vv — =W 0 O 1 Y
o 4n - in b 4n

Sustituvendo [71 en [12] se obtiene la "matriz de transferencia”

para el segmento

13

- 1 13 . G0
! 0 0 0 1l — - y
2E1 4E1
1 12
0 1 6 0 6 1 — - —— 8
= . El k1 |-
0 0§ 90 LU ¢ 1 -] ]
-2 0 0 | 00 0 1 v
L in pt  Ip-i



419

Operandos:

i 12 i® 1 1 [}
Y ! ! -_ - y
1 6E1
| 12
] 0 i — - — ]
El i3] . {131
N 0 0 i -1 ]
| H 1®
v “wleg -Wiege] -Wlegr——  j4ulege—o v
2E1 6E1
n L n bt ip-d

l.a ecuacion [131 relaciona el vector de estado en 1la estacidn n
con 1 mismo en la estacidén n—1. Si la viga se divide en n

segmentos, puede escribirse:

I 1P r~ . r 1D
b4 tia taizm taix taia v
o ta:r tem= tox tea e
M txr txz t== t=a M
v tar taz tax taa )
L. In L dn L 40

Siendo la matriz cuadrada el producto de las n matrices de
transferencia para los sucesivos segmentos.
En forma reducida:s

[EIP, = [T1-LEIP,

(Observese, una vez mas, que las matrices de transferencia son
todas iguales en cuanto a constitucién, por 1o gue son muy
sencillas de calcular. Basta ir sustituyendo los valores de 1,
1, Ev m correspondiente a cada tramo.

Como el producto de matrices es facil de realizar con  un

ordenador, el método es bastante rapido, pues relaciona
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directamente los parametros del vector de estado de la primera

estaciéon con la Altima)

~l.as condiciones de contorno para la problemas de vigas pueden

presentar algunos de los tipos siguientes:

Simplemente apoyada 0 =] ¢] Y
Doblemente empotrada QO ¢] M v
Extremo libre v ] 0 ¢]

-5i el método se aplicase al cdlculo de las frecuencias propias

y modos naturales de una viga simplemente apovada, se tendria

v = M 0O, y © vy V serian valores desconocidos, en la estacién
cero v en la dltima estacidn n.

Fues bien, suponiendo una frecuencia w, v partiendo de unos
valores v = 03 M =03 &6 =8 3 V=V, se van variando las

frecuencias hasta que se obtenga v = 0 vy M = 0 para el extremo

final.

EJEMPLO:Encontrar las frecuencias naturales para el sistema

vibrante de la figura, en 2l cual mi1 = M=

20 kg y E-1 = 3 kN.m2
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isto:

FE1IT,

[E1P=

[T1.-[E1%n

[Tl=-[E1ID,

[E1P

[c?31- c?:-_,]-:EJDO

0 en la forma desarroll ada:

< =2 D X

Siendo 1la
mualtiplicar

este caso:

[-1:]1 =

—~ o
[Tlz=
0

—-20me -—

Como por 1

MD2 = VD:z =

obtiene:

matriz cuadrada anterior

las dos matrices [?31 Y C?]e,

0,25 10,4.10-®

1 83,310

0 1
~Sw —208,3-10"%.w2
0,5 41;7-1ﬂ—6

1 166,710~

0 1

10w2 —B8EF,3-107®% i

=3

0 {extremo libre),

condiciones de contorno

de la ecuacion [11

D - - D
tia tiz tix tia b4
tzr tz= tes taa a
= . [ |
t=1 tzz tz=s t=a M
tar ta= ta= taas v
42 - 401 L 40

el resultado de

gue valen en

-0,87.10-®
-10,42-10-%
-0, 25
1 + 17,36:10"5-w2
—6,9-10~s

~41,710—=

1 + 138,9-10-%.w2

del problema,

s
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O

]

tzs"Mo + tma Vo

O

tax"Moc + taaVo

la resnlucion no trivial de este sistema implica que:

t:s.'.s t554

LI
s

t4-‘s tﬂ»#
que en términos numeéricos se eXxprasat

1 +104,2-10-®.w2 ~0,75 ~ B,68:10—%.w2

=2,08:10"Fapi— 28,2107 F.pne 1 + 486:107%awz+ 2,41-10"T a2
de donde resulta:

Wt = 7E, T 1O0Faw2 + 75,4107 = O

cuva resolucidn conduce a:

Wy I2.3 rd/s

269 rd/s

W
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6.-METODO DE DUNKERLEY

~Este método permite calcular, en forma aproximada, la
frecuencia fundamental de un sistema vibrante de n GDL.

Comn veremos, la aproximacidn se verifica siempre por un valor
inferior al de la frecuencia fundamental real.

Se aplica a sistemas no amortiguados, en vibracién libre o
forzada.

(Evidentemente, si es un sistema excitado, como las frecuencias
fundamentales son  independientes de la excitacion, puede
simplemente prescindirse de usar estas altimas, pues el método

conduce sélo al cAdlculo de la primera frecuencia natural)

-8ea Im3-[x3 + [KI-[x1 = [0O]
el sistema de ecuaciones diferenciales que definen =3}

movimiento de las n masas premultiplicando por [KI-2

CEI=2eIml«fxl + [x1 = [0O]
Comon (K17t es igual a la matriz de flexibilidad [al, gueda:
Lalefml«Cul + [»1 = [O]

Suponiendo l1a solucidén del tipo:

[¥1 = [(XJeseen (wh + §)
tendremons .
[¥] = = w2s[XJesen (wk + §)

Sustituyendo vy operando:

i
[Ea]-[m] - — [IJ}-[X] = [0O]
w
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En forma desarrollada:s

r -
- 17 1 - .
RA11 A axeBip Ma O L..0 1 O ...0 X3
1
By Ao e s s R2e . O MQ--.ﬂ - . O 1 --uo . Xz = rOJ
W
Rt AnR e w s RAen O O e 00 ...1 Xe
J

(Como vemns, s ha supuesto que la matriz de masas es diagonal)
Fara gue el sistema de ecuaciones algebraicas anterior tenga

splucidén distinta de la trivial, ha de cumplirse:

-

]
1
[a11'm1 - ] Bo)«z'mz L R gy Mgy
w2
1
Sy My [E\zz'm:‘e - ] N N A2 " Mes =0
we
i
Bz *"Ma Ay Mo " e wnaas [ar|n'mr| - ]
W
L i

8i el sistema lo reducimns por simplificar a sdlo dos términos,

el desarrollo del determinante sera:
i1l

1 42 1
[ ]—[a;;-m; + azz-mz]-[———] + mt'mz'[a11'322 + a:z'azt] = 0
we

we

Bi wy Vv we son las dos frecuencias naturales (raices de 1la

ecuacidn de sequndo grado), puede ponerse:

1 1 1 1
=
wa wa wZ Wi o

o también

1 4,2 i i i i
{ ]_[ . ][ ]+ = 0 £21
we wz we o we we 4

3
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Comparando [13 v [21, ppdemos poner:

+ = RAza°My + Rzz Mz
w2 1 sz )

8i 1la frecuencia fundamental w,; 25 mucho mas pequefa que 1a

1 1
seQuNda we, s deciri si <4 : podemps escribir:
W o w2 g
1
¥ AaivMy + AzneM= [L31
Wi 4

l.La ecuacidn [33 es 1a llamada ecuacidon de Dunkerley, que para

un sistema de n GOl puede sypresarse!

i
B Raz"My + Anz*Mz caas + Ann s
N21
1 n
2R Ay
Wi 4 i=1

El términn genérico as:s-my representa la aportacidn a 1la
frecuencia fundamental W de un sistema equivalente
masa-resaorte situado en la estacidn i.

En efecto, Ri:: 5 1la deflexidn en 1la masa 1 debido a2 una fuerza
unitaria aplicada en i

Como a,s &8 el inverso de K., puede ponerse:

U
-
I

"

3

™
il
]

Blaa WE gy

Siendo wyy la frecuencia propia de tal sistema eguivalente.

Segin esto, la ecuacidn de Dunkerley también puede escribirse:
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1 1 1 1

L4l

n
x + +l “- nB». + = E
wWe WZ 3, WE o W2 i

Calcuwlar la frecuencia fundamental del sistema de la

figuras

I, = Is

"‘:-l:l. I‘:q-_-z “:g:z,.

Fea = Kep & Kex = Ke

I, = Iz = Ix = 1

Calculando 21 valor de los coeficientes de influencia,

obtendremos:

Az = 1/Ke RAope = 27K« Axx = ke

Aplicando la ecuacidn [3]

1 1 21 =1 &1
= + + +
w5 Ke Ke Fe Fe

wy = 0,408 Ke/l

(que difiere en un 8% del valor real).
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7.~-METODO DE RAYLEIGH

-Este método desarrolladeo para sistemas de 1 GDL  puede
aplicarse también a sistemas de n GDL, siempre gue se cumpla la
condicidn de que el sistema sea conservativo.

Si lo es se verificard, en cualouiera de los modos principales
de vibracidn, que la maxima energia potencial del sistema es
igual a su maxima energia cinédtica. En concreto, tal igualdad
se establecera témbién para 21 primer modo de vibracidén o
fundamental.

—Comn  la maxima energia potencial sélo puede conocerse cuando
se conpzca la deflexién del sistema, vy esta es diferente para
cada modo, siendo estos mas "complicades” cuanto mas altos
sean, =31 método de Rayleigh se wve limitado al previo
conocimiento de los mismos, v por tanto, sus posibilidades de
aplicacidén se reducen al calculo de las frecuencias mas bajas.
~En concreto, el método de Ravlieigh se aplica al calculo de la
primera frecuencia fundamental, puesto gue la deflexidn de 1la
mavoria de los sistemas, paara ese modo, sSe aproXima a la

deflexidon estatica.
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NOTA: Mo siempre la deflexidn estatica indica o "refleja” el
primer modo de vibracidn.
For ejemplo, en el rotor de la figura, la deflexidn

estatica v el primer modo, no coinciden.

M Mo Mex
[ ]
I:,' |
Ix
S I-u
=
' 1
imsiga H im=0= Im=xQ:s P Deflexidn
! ! { } i estatica
: } ! ¥ {(debido

Frimera forma

H i modal
T;>}\\\\\\} b y*s # yva
! : ¥v'a # VY=

\W = # ys

-Fara el sistema de n GDL. como el de la figura, el método de

Ravleigh puede snunciarse:

(IEY

MAxima energia potencial del sistema:

1 1 1
Vo = —r ey Yy F ———rQrMmrVae tessaaF —rQrMin"Yn
2 2 2

Maxima energia cinética (la vibracidén de cada masa se supone de

tipo arménico v = Wesen (wat + 8)3 v = iwgey)

1
Tmearn = — sz‘m1'}’31 +mz'Y32 +----+mn'yzn)
2
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Igualando v despejando w,2

Q{maeyy Mz Ye +owenthnYn)

we 4, =
(ml.yzl +mz'}’22 +..--+mn'yzn)

Evidentemente, si la deflexidén estatica supuesta es igual a la
primera forma modal, el valor de w, serd el exacto. Si no lo
fuera, ello equivaldria a introducir una restriccion adicional
en el sistema vibrante, lo gque indica que el valor hallado para

W, seria mas alto gque el valor verdadero.

NOTA:El método de Ravlieigh, al contrario que el de Dun Kerley,
s aproxima a la frecuencia natural fundamental por un
valor superior.

Ambos métodns, aplicados simultaneamente, acotan el valor

de la frecuencia fundamental.

EJEMFL.Os Calcular la frecuencia fundamental del sistema de la

figura f{(vibrando en 1 plano del dibujo)

255 kg 135 kg

MY /N
2,5 \ 1,5 1,5
1 2

Como sabemos de resistencia de materiales

iF

[
i Yoy Febex
v i b Yix) = e (12 = w2 - hZ)
F e Y=—=X HET-1
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Debido a 1a masa de 135 kg

10=
yYia = F,273 metros
EX
10=
Yia = 2,889 metros
EI
Debido a la masa de 255 kg
10=
y*r, = 7,524- metros
EI
10=
y' ' a = 5,455 metros
EI
Superponiendo ambos estados
10=
vi = 10,797~ metros
EI
10>
Yo = B,344- metros
EI

Sustituvendo en la ecuacidn de Ravleigh:

9,81 (225.10,797 + 135-8,344) -EI
(LY =

(225.10,7972 + 135-8,3442) -105
wy ® 0,03129 A4 E/1 rd/s

NOTA:L a2 deflexiones se producen, en realidad, por efecto de

las fuerzas de inercia (cargas dinamicas w2 -m-y).
For tantno,

se obtiene mayor precisidon de los resultados si

se parte de unas masas "modificadas®

Y= Vo

g.m,..

H QM-
Va

. Y
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