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~El conocimiento de las vibraciones en sistemas mecanicos
constituye un paso decisivo para el disefo de maguinas, de
cimentaciones vy estructuwras soporte de las mismas y para el
desarrollo de sistemas de control y mantenimiento.
~Especialmente de interés es el estudio de vibraciones para el
disefo de maguinas cuando se considera que estas producen
esfuerzos sobre sus miembros, variables en el tiempo, que son
l1a ﬁausa principal del conocido fendmeno de "fatiga de los
materiales”, origen del fallo de los mismos en muchos casos.

La vibracién, asi mismo, también es causa del fallo de los
elementos de maquinas por aumento rapido del desgaste de las
piezas de contacto.

-En  ingenieria mecdnica, 1la vibracién casi siempre se origina
por elementos desequilibrados en movimiento, originados por
digeros incorrectos, por defectos de manufactuwra, o0 por
deterioros en servicio. En otros casos la vibracién sobre una
maguina puede causarse por movimientos de su propio soporte, o
por otras causas agenas a la misma (por ejemplo, un automoévil
s verd sometido a vibracidén por efecto de un camino irregular
sobre el gue circula. En el caso de estructuras como puentes,
etc, las acciones del viento, terremotos u otras causas son el
origen de las vibraciones de los mismos).

~lLas vibraciones mecédnicas también pueden ser causa de
funcionamientos incorrectos que aunque no conduzcan a la rotura
de las piezas, pueden ser causa de graves peligros para 1la

sequridad del sistema. (Por ejemplo, las ruedas de algunas



o

locomotoras pueden levantarse mads de 1 cm. de los railes cuando
no estan bién equilibradas y giran a elevada velocidad).

~En la medida que el hombre estd integrado muchas veces en un
sistema mecidnico (automévil, avién, etc.), o desempefa su
trabajo en las proximidades de una fuente de vibracidén (por
ejemplo, en las proximidades de un gran motor diesel, no bién
equilibrade), la vibracidn puede ser causa de pérdida de
confort, pérdidas de eficiencia (por ejemplo, la vibracién en
un panel de instrumentos puede impedir totalmente su lectura),
e incluso, peligros para la salud.

-En todes los casos mencionados, la vibracidn se convierte en
un efecto indeseable, de manera que en los casos en que esta no
pueda ser eliminada o aminorada, el ingeniero ha de
considerarla para lograr un disefo correcto, tanto desde el
punto de vista resistente, como desde el de un correcto
funcionamiento.

-5in embargo., existen muchos casos en gue la vibracidn tiene
una connotacidén positiva, vy el ingeniero ha de buscar su
existencia, dentro de unos limites previstos. Tal es el caso
de transportadores vibratorios, compactadores, procesos de
acabado por vibracidn, etc.

-Finalmente, el andlisis de vibraciones en 1los sistemas
mecAnicos ha alcanzado wun gran desarrollo en el &area del
mantenimiento, ensayos, control y vigilancia del estado de las
maquinas.

En concreto, el reqgistro de las vibraciones en sistemas
mecanicos, vy su andlisis posterior, permite un conocimiento

bastante exacto del estado de las mismas, permitiendo 1la



previsian de fallos catastraficos (humanos —avi on-—,
econémicos -equipos de fabricacidén-—, ecolégicos -—central
nuclear—, etc.), asi como la consecucién de un mantenimiento

predictivo de maxima rentabilidad.
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1—-.BASES PREVIAS AL ESTUDIO DE LAS VIBRACIONES MECANICAS

1.~ Movimiento arménico: Definicidn
2.~ Velocidad y aceleracidén en el movimiento arménico

Z.— Composicidén de movimientos armdénicos
F~1.~ Igual direccién. PFulsacidn

3-2.~ Direcciones perpendicul ares
4.— Movimientos periddicos

5.~ Trabajo realizado por fuerzas de variacidon arménica



l.~-Movimiento arménico. Introducciodn

~Gran cantidad de 1las vibraciones que se producen en los
elementos de maquinas son de tipo arménico. Incluso, en el
caso de vibraciones periddicas no arménicas, mediante el
andlisis de Fourier puede realizarse su descomposicidén en suma
de arménicos, y estudiarla como tales.
En consecuencia, es importante recordar elgunos aspectos
relativos al movimiento arménico.
-Como sabemos de mecanica general, una particula se dice que
estad dotada de movimiento armdénico cuando:
1?2.- Su movimiento es rectilineo
29.- La aceleracidn de este movimiento es siempre
proporcional a la distancia a un punto fijo de 1la
travectoria, y su direccion va dirigida siempre hacia ese

punto.

En la fiqura, AR es la trayectoria del punto de masa m, y
0 el punto medio fijo, hacia el cual es atraida la masa.
lLa masa m se mueve entre los puntos A v B con un
movimiento de vaivén. §Si se parte de una posicién de
reposo en A, l1la aceleracidn ird decreciendo a medida que
se acerca a 0, hasta anularse en dicho punto.

i.a velocidad sera& entonces maxima en A.

A continuacidén, la masa sigue desplazandose hacia B,
disminuyendo su velocidad y aumentando su  aceleracidn.

En BE la velocidad es cero v la aceleracién maxima.



(un  movimiento de este tipo es el gue adguirirad la masa
si estuviese unida a 0 por un resorte)
Con estas condiciones, la ecuacidn del movimiento puede

representarse por:

dt2
siendo w? la constante de proporcionalidad (llamada asi
por simple conveniencia, en este momento. Mas tarde se

verad la razdén.)

lLa solucidn de esta ecuacidn:

dzx
+ wden = 0 [13
dtz
es del tipos
¥ = X -Cos (wet + @) [Lz21
siendo ¥ y § constantes a determinar en funcidén de las

condiciones iniciales establecidas para [11]

La ecuacidén [2]1 es la ecuacidn de desplazamiento del

movimiento arménico.

Como se vé, 5 una funcidn senoidal (cosenpoidal, en este

casn), en la que X representa la amplitud del movimiento
(desplazamiento maximo del punto) v § el angulo de fase

inicial {(gue da la posicidén de x para t = Q)

La figura muestra la representacidén grafica de la ecuacidén [213

Fara t = Q0 ====3) ¥ = Mg = X Cos §
M N
“ - / -
}{ : }""“"':‘1
! Mo 1 L7 '
p 2 ¥ >
\\\\_4//// "



~La ecuacién de un movimiento arménico se genera facilmente
mediante la proyeccion de un vector rotatorio de magnitud 5€,
que gira a irquierdas con velocidad angular w (rd/s). La
posicion del vector rotatorio en funcidén del tiempo viene dada

por el producto w-t

rd
w[ ]-t(s) = wet (rd.)
s

El origen de tiempos puede ser el propio eje de proyeccién u
otro cualquiera. En este Gltimo caso, el angulo de desfase

serd el formado entre el eje de proyeccion y el Drigén de

tiempos.
eje de
proyecci dn
(Obsérvese que para t = 0 =====) ¥ = }g = X+Cos &

A la velocidad angular constante de este vector rotatorio se le
denomina "frecuencia circular”

~-El periodo (tiempo transcurrido entre dos posiciones homdélogas
consecutivas del punto vibrante -de x—-, medido en segundos) de
un movimiento armdnico en facil de calcular en funcion de la

frecuencia circular w rd/s

2%

5.
1 ciclo = 27 rd =====s========3 T s.



Se define la “"frecuencia" del movimiento armdénico como

numero de ciclos en la unidad de tiempo. Es decir:

1 w ciclos W
£ = = . = Hertzios
T 2n s 2n

el

~-L.a ecuacion [21 también puede representarse en forma bindmica:

w = BM.Cos (w-t + &)

*»«{Cos wt«Cos & - Sen wt-Sen &)

i

(M Cos 8):Cos wt - (3 -Sen §)-Sen wt

¥ = A«Cos wt + EB-5en wt £33
siendo A = M -Cos § y B = - -8en § de donde:
w =  Az+R2
, E
§ = arcotag ——
2]

~En  lugar de los pardmetros X v 8, o Ay B, también
emplearse, para definir el movimiento arménico,

condiciones iniciales e VY ¥e En efecto:

,
H

A-Cos wt + B-Sen wt

= —-A-w-5e=n wt + B:w-Cos wt
para t = 0 ==s====3 %g = A

;a = w-E
de donde =mm=m==) A = My

B = ®a/w
con lo gque la ecuacidn {21 puede escribirse:

» }"Q

M= Nerlos wt + —Sen wt £41
w

puede

las
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~Finalmente, el movimiento armdnico también puede representarse

en forma compleja

eje
imaginario "
I
o t
wt f
: [} eje
G““’é‘””'-T real
Como sabemos
¥ = IXI [CDS (wt + 8) + i-Sen (wt + §)] = ‘Xl.et<wt + m>
De donde puede escribirse:
H=RE{?}=RE{lX|-eitwt+l:}

{(representando Re { ¥ } la parte real del ndmero complejo %X )

El valor de » también se puede escribir:
¥ = Re { ]X,-e*'-e*"t 3 = Re { X-etwe 3

siendo X un ndmero compleijo, independiente del tiempo, al gue
se denomina "fasor'", por representar el desfase inicial

respecto del eje real de referencia

X = |X|-et® = |X|-¢ Cos & + i-Sen § )

Re { ¥ ¥ = |X|-Cos &
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Movimiento armdénico amortiguado

Tiene por ecuacidn, seguan sabemos:
¥ o= e~*k.uw Cos (wt + §)

en donde o es un parametro cualguiera.
Se representa por la curva de la figura

b

Se trata de un movimiento
arménico, cuya amplitud
decrece con el tiempo en

© \\\\~////;"'— forma exponencial.
L~

- Comob se ve, X se anula

- sdlo cuando lo hace

[/ X«Cos (wt + §) por lo que
los valores nulos de % se encuentran en los mismos puntos gue
en el movimiento no amortiguado. For tanto, el periodo del

movimiento es el mismo

2w

~Se llama decremento periodico a la relacidn entre las
amplitudes, correspondiente a puntos homédlogos de dos ciclos

consecutivos.

¥{ty) = e~=t2. Cos (wty + 8)
¥ty + T) = pr=ttr + .o .Cpos (wWty + 27 + §)

= pmxti.p+xT,.Cos (Whky, + &)

e**fo(tl)
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luego

®w(ty) .
= ag+x¥

M(t1 + T

El decremento logaritmico es el exponente de esta expresidn:

wi{ty) 2mo
T = Ln =
®{t, + T w

Igual qgue sucede con gl desplazamiento, 1la velocidad (;) Yy 1la
acéieraciﬁn (;; también varian de un ciclo a otro en e=7T

Légicamente el movimiento arménico amortiguado puede
representarse por la proyeccidén de un vector rotatorio, cuyo

médulo disminuye con el tiempo.

.

X (k)

NI

» Eje de proyeccidn




2.-Velocidad v aceleracién en el movimiento arménico
Conocida la ecuacién del desplazamiento es facil hallar la de

velocidad v aceleracidén. En efecto

¥ = XCos (wt + &)

. dzy
¥ = — = =3 sweBen {(wt + 3) =
dt
w
= 3 aweCos (wt + § + —) £33
2
- dZx i
¥ o= = = MWewieSen (Wt + § + —)
dtz ' 2
= X -w2.Cos (wt + § + w) 43

Como se ve, la velocidad es también armdénica, de amplitud X -w,
y desfasada w/2 respecto del desplazamiento.

En cuanto a 1la aceleracidn, su amplitud es w2-x, y se
encuentra desfasada 180°? respecto del desplazamiento.

En las figuras se han representado graficamente estas tres

funciones, sabiendo gue las condiciones para t = 0 seran:

Mo = W Cos @

. w

o = Hswelos (8§ + —) = - X «wSend
2

Ho = M w2sCos (§ + ) = — X w2 Cosd

*

i H
Hc\ ) ;
1 1 1 v __ 4
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»
bW X
!
‘ 1 ; 1 i ¥ t
Xo |
*
L]
!
!
!
Tw2 e X
]
[]
¥
i i ' ! t
M oen

-Seqgun esto, los vectores velocidad y aceleracién también
pueden representarse como vectores rotatorios de frecuencia
circular w, con los médulos y posiciones relativas que se ven

en la figura.

eje proyeccion

w2 X
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forma compleja puede ponerse

v = Re [ !Xl-E“W*‘ +~ W ]

Re- |X|.jw.el {wt + B> ] RE'[ lx,.w.et Cwe +~ B + wrz2> ] =

= Re- Xeiwsptwe ]

Fe- le'w'iW'E" Cwte += B + wrRy } =

-~

Re-[le-wZ-e“"t - B+ m ] = Re-[ Xa{iw)2 spiwe ]
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J.—_Composicidn de movimientos arménicos

F-1.-Composicidn de movimientos arménicos de igual direccidn.

Fulsacidn. -

Al sumar dos movimientos armdnicos, en la misma direccidn, el

resultado puede ser otro movimiento arménico, o no serlo

{aungue en este caso, serd un movimiento periddico)
1 = Ar-Cos W‘;'t + Hy=8en wit

¥o = fn.Co8 wast + HBarSen wast

En este caso, el movimiento resultante es también armdénico,

de amplitud la suma de ambas

¥ = My + ¥a = (A + Az)Cos wt + (B, + Bx)5en wt

La composicidén de los vectores rotarorios justifica vy

aclara, rapidamente, la Fformacidén de este movimiento

resultante.

A+2

B e, s e LY
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b.— Frecuencias circulares casi idénticas:

Wi ~ W

En este caso aparece el fendmeno de pulsacion. -El movimiento
resultante no es arménico. La Jjustificacién se deduce
facilmente a partir de la observacién de los vectores

rotatorios.

; = My oV
43
/
2 ’// Il
Xz // ") X)
\“ }
}
K é J
o o 5
X
Wy

8i wi., e5 aproximadamente igual a w=e, los dos vectores
mantendran durante un cierto tiempo sus posiciones relativas
parecidas (3 ® cte.), periodo durante el cual el movimiento
resultante serd la suma de ambos, {(como  si - tuvieran
frecuencias iguales).

Con el paso del tiempo el Angulo & ird variando por lo que
las "senoides suma” no tendrdn l1a misma amplitud.

El movimiento resultante es el mostrado en las figuras, en
las gue se han dibujado dos casos diferentes, segin gque las
amplitudes de los vectores 3, vy X sean iguales o
diferentes (so6lo en el caso de que X. = X=, €l movimiento

resultante tendréa amplitudes nulas)



i8

- —
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[ ﬁﬂﬂﬂ g
Y U

(Obsérvese que las amplitudes resultantes maximas se daran
cuando lps dos vectores ;; ' ;z, tienen sentidos parecidos,
las minimas, (o nulas), cuando tienen sentidos contrarios).

En éste caso, lo que puede definirse en el movimiento

periodico resultante es la "frecuencia de la pulsacién” (fm)
Wo ~ Wi
2nw
Con 1o cual, el periodo de la pulsacidn sera:

2n

W =~ Wi
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c.— Frecuencias circulares muy diferentes:

8i w=z >> wi, los dos movimientos se reconocen facilmente,

por separado, como se ve en la figura:
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3I-Z.-Suma de movimientos arménicos en direcciones perpendicualres

tUn punto puede estar sometido a dos movimientos vibratorios

simultaneos, en direcciones perpendicul ares

¥ = MCos (Wit + 8,)

weCos (wat + §a)

~<
]

En estos casos, la trayectoria resultante (gque sera una funcién
de % e vy del tipo +F(x,y) = 0 ) se conoce con el nombre de
curva de Lissajous.

También conviene separar dos casos seguin las frecuencias sean

iguales o diferentes.

a.— Frecuencias circulares iguales:

X
i

X Cos (wt + §,)

Cos (wt + §=)

~
it

eliminando t entre ellas se obtiene la ecuacidn de 1la

trayectoria:

i 2« .

X2 — —— D5 (8, — 82)exy + y2 — W2.8en2 (§, — B=) = O
> > .
NOTA: En el caso particular de X =% vy 8, = §=, la

trayectoria es un circulo de radio X =% =R .




Las figuras muestran

valores de $.

— §2 o

21

diferentes

distintos

cCurvas para

b.-8i las frecuencias no son iguales (pero su relacidn es un

nimero entero) se tienen las curvas de la figura.

23535
2ZESS
BIRGE

Igual que antes, 1la forma

de la trayectoria depende

de la relacidén de

frecuencias vy del Angulo

de desfase entre los

vectores {ademas de su

amplitud), por lo que si

no se conocen las
frecuencias, pero si 1la
curva resultante, se

pueden hallar aguellas.



4,~-MOVIMIENTOS PERIOCDICOS
~-Es el movimiento gue se repite con un periodo determinado,
como se ve en la figura.

x §

L T y

~Seqan demostré Fourier, el movimiento periddico puede
considerarse la suma de un namero infinito de movimientos

armonicos, seqgin la expresiong

Ay
M{t) & e + a«Cos wt + az-Cos 2wt + ...
2
+ bi*Sen wt + baz+Sen 2wt + ...
ag @
¥{t) = e + F (An*Cos nwt + b.-Sen nwt) o I |
‘ 2 ey

en donde w = 2n/T es la frecuencia fundamental y acs A1s Bmgees

Bbay, bzy... unos coeficientes constantes de valor:

W Ewow 2 T
BAg = =l u{t)«dt = ~——-I w{t)dt
w J o T o
w PRww 2 T
Ay & s ] %({t)Cos nwtedt = ———e| u({t)Cos nwt-dt
' T Jo T Je
W fRwew 2 T
b = —«f x{t)+Sen nwtrdt = s u(t)«Sen nwt-dt
w U o T J o
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Naturalmente, 1la aproximacién de la funcién [1]3 a la funcidn
real depende de 1los términos gque se desprecien en la serie

(error de truncamiento)

EJEMFPLO: Las figuras muestan la funcidn periddica en diente de
b sierra y su aproximacién

por suma de armdnicos

aproximacidén con tres
términos
aproximacidén con dos
términos
aproximacidén con un sdlo
término an/2

-l.as series de Fourier también pueden ser representadas por una

suma de términos cosenos, solamente. En efecto:

{t) = Co + C2Cos (Wt ~ §1) + ca2+Cos (2wt - §=) +...
siendo: Ao
Co = ———
2
be
§n = Tag"-[ ]
(=Y

~También puede representarse la serie de Fourier en forma de

nameros complejos. Recordando que:

55. {piwt 4 E—:l.wt)

Cos wt

Sen wt = 4. (eitwe - p-iwe)
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Fodemos escribir:

ao ™
aft) = + I

— [an [etnwe 4 pg=itnwt] 4 L, [einwt - E-—-tnwt]]
2 [a)

1
~La funcidn arménica an-Cos nwt o b.-Sen nuwt se conocen coamo
"arménico de orden n" de la funcidn periddica x(t). El periodo
de este arménico serda T/n

Cuando las amplitudes de los arménicos se representan en  un
diagrama frente a las frecuencias, se obtiene el conocido

*ecpectro de frecuencias” o "diagrama espectral’.

En la misma forma también puede trazarse el "diagrama de
fases".
Ce
L
o W 2w 3w 4w Sw AW 7w Bw  Fw nw
-1
2w Siw l 8w
o w 3w 4w bdw 7w ' Pw nw

Un grafico combinado de ambos puede verse en la figura

Ce

nw

(%)

2
A
I

S
\
\
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NOTA: Obviamente, cuando alguno de los coeficientes son nuwlos,

es evidente gue los arménicos correspondientes "no estaran

presentes” en el diagrama espectral

1 NOTA: En muchas aplicaciones practicas se desconoce la ecuacidn

matemdtica de x({t).

En este caso puede seguirse un métpodo aproximado para
calcular asy &an ¥ ba.

Fara ello se divide el periodo T en un nimero n de partes
iguales, vy se numeran. Se mide x(t) para cada division, y

s obtienen asi los valores ¥, (t)

wt
lLos coeficientes pueden calcul arse medi ante las
expresiones
1 n
Ag = —— B Mg (t)
n X
2 a
8 = —— % X1 (t)+Cos (kei.@)

n 4 awd
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2 n
by = ~ & x3(t)Ben (k-i=9)

n E L

Siendo @ el angulo correspondiente a cada divisidn
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S.~Trabajo realizado por una fuerza de variacioén arménica

{0 par), sobre un punto gque se museve arménicamente

a.~ Caso en que la Ffuerza y el movimiento tienen la misma

frecuencia circular

F = Fao'Sen (wt + §)

= «-Sen {(wt)

]
g ez el desfase entre la fuerza aplicada y el movimiento del
punto.

Fara & = 0, 1la fuerza crece y decrece al mismo ritmo vy
direccién gue lo bhace el movimiento del punto.

Fara @ = m, el punto se mueve en un sentido, mientras la
fuerza lo "empuja” en sentido contrario.

El trabajo elemental de la fuerza aplicada sera:

dx
F.dy = Fa» «dt
dt
Durante un periodo:
T dx 1 2w dx
W = F- -dt = F- (dwt) =
[ dt w o dt

=2 .
= Fo-Xx J Sen (wt + §)Cos wt-diwt) =

o

=
For X j Cos wt-(Sen wt-Cos § +Cos wt-Sen 3)-diwt) =

o
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2 ’ b
= For2 Cos §I(Sen wt-Cos wt-d{wt) + Fo-X 5en §J(Cnszwt-d(wt)

L] L~

W= weFo"XSen §

(la primera integral es cero y la segunda, W)

Como se observa, para un desfase nulo entre la fuerza v el
desplazamiento, (§ = O0), W = 0. Cuando 8 = w/2, W es maximo,
o lo que es igual, el trabajo es maximo cuando la fuerza

aplicada esta en fase con la velocidad del punto.

b.— En el caso de que la fuerza y el movimiento no tengan la

misma frecuencia (lo que sucederd cuando se aplican fuerzas

arménicas en puntos con movimiento periddico), vamos a ver
gue no producen trabajo, salvo en casos particulares.

For ejemplo, en un movimiento periddico no armbénico, sobre
el qgue actia una fuerza arménica, esta efectuara trabajo
solamente sobre la componente arménica del movimiento de
igual frecuencia, pero no sobre las demas.

En efecto:

F = FarSen nwt

¥ = X«8en (m~wt + §)

=
]

r T d},{ T
IF-dx = JF- ~dt = IFQ-Sen nwt > «mw-Cos (nwt + §).dt =
o dt o

r
= fFa-Sen nAt X smew= (Cos mwt«Cos § - Sen mwt-Sen §)-dt =
o .
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r
= X -m-w-Cos §-FO-JSen nwt«Cos m-wt-dt +

(=4

-
+ 3 e-m-w-5Sen §-FQ-ISen nwt+«Sen mwt-dt =

<

-
= MesFamwCos §-j[% Sen (n + m)ewt + ¥ Sen (n - m)»wtl~dt +

o

¥
+ X eFa-m-w-S5en ﬁ-ftﬁ Cos (n - m)-wt + % Cos (n — m)-wtl-dt
o

W = 0 para n #£ m

W= Fo-X -mw-Sen & para n # m

Ya que para T = 2n/w, las dos integrales se anulan para
valores de m y n enteros y distintos.
Fara n = m, la primera integral es nula, vy 1la segunda

vale m/w.



Concepto y origen de las vibraciones mecanicas.
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Clasificacién de los movimientos vibratorios mecanicos.

Parametros fundamentales que definen los

vibratorios.

Sistema vibrante. Clasificacidén.

Grados de libertad de los sistemas vibrantes.

Rigidez de los sistemas vibrantes.

Amortiguamiento de los sistemas vibrantes.

Flanteamiento general del problema de

mecaAnicas.

movimientos

vibraciones



i.-Concepto v origqen de las vibraciones mecanicas.

-8 entiende por movimiento vibratorio la variacidn de la
configuracion de un sistema mecdnico elastico, con el tiempo,
alrededor de uwna posicidén de equilibrio estable.

(NMormalmente se sSUupone gue tales desplazamientos son
relativamente pequefos., vy compatibles con las deformaciones de
tipo elastico -—dentro del limite elastico-).

-E1 fendmeno vibratorio mecanico tiene su origen en las

dos siguientes circunstancias:

a.—-La existencia de sistemas masicos (cuerpos, elementos de

maguinas) elasticos, capaces de almacenar energia e
intercambiarla (de deformacidén e inercial), entre las
diferentes partes componentes, y de disiparla por 1la

inevitable presencia de elementos disipadores de naturaleza

muy diversa (disipacién en forma de calor, de ruido, etc.).

b.~L.a existencia de acciones perturbadoras de las posibles
posiciones de equilibrio estatico, puntuales wunas veces

{(choques e impactos, etc.) o persistentes en el tiempo.

~-Como ejemplo de vibraciones pueden considerarse las gque se
producen en motores en movimiento (producidas por las fuerzas y
movimientos de trepidacidén), sacudidas en martillos pilones,

automdévil sobre calzada defectuosa, terremotos, etc.
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2.~-Clasificacion de los movimientos vibratorios mecdnicos.

a.~En funcién de la forma del movimiento:

Pueden dividirse en "periddicos” (en los gue

configuracidén del sistema se repite en intervalos de tiempo

iguales) v "aperiddicos”. Estos altimos pueden dividirse en

"deterministas” y "aleatorios". En los primeros puede

conocerse una evolucidn en el tiempo (de forma que en

instante puede conocerse la posicidn, velocidad

aceleracidén de todos y cada una de los puntos del sistema

vibrante), mientras que en los segundos ello no es posible,

y s6lo pueden conocerse los pardmetros desde un punto de

vigsta probabilistico.

b.-En funcidén de la magnitud del desplazamiento:

Movimientos vibratorio "constantes”, en los que la amplitud

tiene siempre el mismo valor.

Movimiento vibratorio "amortiguado”, cuando en cada ciclo

las amplitudes van decreciendo.

Movimiento vibratorio "amplificado”, en el caso contrario.

c.—En funcidn del tipo de excitacidn:

Movimientos vibratorios "libres", cuando no existen fuerzas

exteriores aplicadas durantes la vibracidén.

Movimientos vibratorios "forzados", cuando existe una fuerza

exterior aplicada durantes la vibracién {(gue puede
constante o variable).
(Natwralmente, tanto las vibraciones libres como

forzadas, pueden estar amortiguadas).
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d.~En funcidén de su comportamiento duwrante la vibraciodn:
Vibraciones "lineales", cuando la ecuacién del
desplazamiento es lineal, y por tanto admite el principio de
superposician.

Vibraciones "no lineales", en caso contrario.

e.~En funcién de su duracidon temporal:
Vibraciones "permanentes"

Vibraciones "transitorias"



CUADRO RESUMEN

1.- Vibraciones deterministas.
1~-1.~ SBistemas lineales.
1-1-1.- Sistemas discretos.
1-1—-1-1.- Gistemas de 1 GDL.
i-1~1-1-1.~ Vibraciones libres.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1=-1-1-2,~ Vibraciones forzadas
permanentes: excitacion
armonica.
-8in amortiguamiento.
-~Con amortiguamiento.
1-1-1-1-3.~- Vibraciones forzadas
permanentes: excitacidn
periddica.
-8in amortiguamiento.
-~Con amortiguamiento.
1-1—-1-1-4.- Vibraciones forzadas
transitorias.
~-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1=-1-1=-4,- Vibraciones forzadas
por funciones cualesquiera:
Integral de Duhamel.
1-1~-1-2.~ Sistemas de 2 GDL.
1-1-1-2~1.~- Vibraciones libres.
~85in amortiguamiento.
—~Con amortiguamiento.
j=1=-1-2-2.- Vibraciones forzadas.
-5in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-1-3.~ Bistemas de n GDL.
i-1-1-3-1.- Vibraciones libres.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-1-3-2.- Vibraciones forzadas.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-2.~ Sistemas continuos.
1-1-2~1.~ Vibraciones libres.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-1-2-2.~ Vibraciones forzadas.
-8in amortiguamiento.
-Con amortiguamiento.
1-2.~ Sistemas no lineales.
2.—- Vibraciones aleatorias.



Z.—-Parametros fundamental es gue definen ips movimientos

vibratorios.

-Ciclo: Evolucidn del gistema entre un instante y el siguiente
en que vuelven a repetirse las mismas caracteristicas del
sistema (¥, ;, ;; |
-Periodo: Tiempo en que transcurre un ciclo. Se designa por T.
~Frecuencia: Nameroc de ciclos en la unidad de tiempo. Se
designa por § (£ = 1/T)

-Valor pico: E= el maximo valor del desplazamiento Mmax-s

En un movimiento arménico coincide con la amplitud.

~Yalor medio: Se define por
- 1ot
¥ = lim ———-f uw(t)-dt

Fara una onda sencidal, ¥ = A-Sen wt 3} ¥ = 0

FPara media onda:

A Al 20

¥ = | Sen wt-dt = = Q0,637-A
k1 o w

-Valor cuadratico medio: Se define por

- T
2 = lim ———-I uz (L) -dt

FPara una onda sennidal % = A-5en wt

- Az T '
%z = lim -I Senz wt-dt = % A2

T rew T o



~Raiz cuadrdtica media (r.m.s): Se define por

Fara ondas senoidales ¥ = A-5en wt

FaMeBe = coeem— = 0,707 A

N

-Decibel: Se define por
Dh = 10-10Q10{Ms/%2)2 6 Db = 20-10010({%1/%2)

(En realidad, es una medida de 1la relacidn entre amplitudes)

n amplificador de ganancia de amplitud 5 (= = 5»,) tiene
una ganancia de 14 decibelios (20100105 = 14)

—Octava: Cuando el limite superior del rango de frecuencias es
2] doble del limite inferior, se dice que la frecuencia cubre

una octava

banda rango frecuencias ancho banda
1 10 - 20 Hz 10
2 20 - 40 ¢ 20
3 40 - 80 . ¢ 40

4 200 -400 " 200
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4,~-Sistema vibrante. Clasificacion

-5 entiende por "sistema vibrante” 21 modelo ideglizadn de
cualguier cuerpo (elemento de miaquina, en nuestro caso) que por
las causas gue sean pueda entrar en vibracidn.
-En general las vibraciones mecdnicas {(de los elementos de
magquinas) pueden incluirse en una de estas tres categorias:

a.— Vibraciones de extensién (traccidn—compresiodn).

b.~ Vibraciones de torsidn.

c.— Vibraciones de flexidn.

d.~ Cualgquier combinacidn de las anteriores.
-Evidentemente, los sistemas vibrantes han de reproducir con la
méaxima exactitud el elemento real en vibracidn, lo que
significa que han de "reflejar" laé cuatro prqpiedades fisicas

gue caracterizan a un sdlido en vibracidon:

a.— Su masza, que en forma idealizada se supone puntual e

indeformable.

b.~ S0 elasticidad (o mejor, su rigidez) la cual, puede ser
idealizada por un resorte (sin masa), © por una barra de
torsion (también sin masa) en sistemas con vibraciones de
torsidén o por una viga (sin masa), en sistema vibrante en

flexidn.

c.— El1 amortiguamiento, interno o externo, de varios tipos,
seqin sea el mecanismo de amortiguacidén preponderante en el
cuerpo en vibracidn, vy gue se suele representar por un

pequerio "cilindro amortiguador" (como se ve en las figuras)
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d.— Las coordenadas o parametros que definen el movimiento de
todas vy cada una de las masas del sistema, © mejor, los

grados de libertad del sistema.

—Segan todo 1o dicho, los sistemas vibrantes pueden
clasificarse en alguna de estas categorias:

a.— Sistemas masa-resorte.

b.~ Sistemas de torsion.

c.— Sistemas de flexiﬁn(

d.— Cualquier combinacién de las anteriores.
-E1 sistema vibrante masa-resorte mas sencillo es el

representado en la figura.

Estd formado por un "resorte ideal", sin masa,

de rigidez K, v una masa ideal, indeformable

(rigidez infinita) de valor mi.

El movimiento de la masa es vertical.

81 este sistema masa—-resorte estuviera

amortiguado, su representacidn seria la gue se

ve en la figwa, siendo © 1la constante de

amortiguamiento.

~-El sistema vibrante de torsidn mas sencillo es el mostrado en

la figura.

Esta formado por - un tdisco

indeformable unido al apoyo por Ce Ke

una barra sin masa de rigidez a

la torsién Ke. El amortiguamiento
de la wvibracidén a torsidén se

representa cComo se ve en la



o
0

figura (en lugar de la masa m ha de considerarse el momento
polar de inercia I del disco, respecto al eje de giro)

~-Los sistemas vibrantes en flexidén pueden adquirir variadas
confiquraciones, segun sean las condiciones de los apoyos. Las

figuras muestran algunos casos.

K m m K m

~Naturalmente, los sistemas vibrantes pueden alcanzar una gran
complejidad, seguan 1o sea el sistema fisico (maguina) al que
pretendan simular.

En las figwas se han representado.los sistemas vibrantes que
idealizan el comportamiento de un esgqueleto humano, vy el de un

antomdévil.

' HMosa aubosmoni?l

\ \/%z;a, paga jetos y dscettos calle?a o,
\ .. .
\ \ teler @siedtvs - Torso yé ¢
: \ B oo-FrLatie e, 1
\ RS el bps ‘

Lleme — ,
OB 3 it
7T I T Piem J:fl ., seec bady
my
Yy
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S.-Grados de libertad de los sistemas vibrantes

-8 define como grados de libertad de un sistema vibrante el
namero de parametros independientes necesarios para definir su
configuracidn, en cualguier instante.

-Un sistema gque puede definirse por un nAmero finito de grados
de libertad se dice gue es "discreto”. En caso contrario se
denomina "continuo”.

(En 1la practica, todos los sistemas mecanicos vibrantes son
continuos pero aplicdndole diversas hipodtesis simplificativas
pueden convertirse, con mayor o menor exactitud, en sistemas
discretos, siempre mads sencillos de estudiar).

-l.os sistemas discretos, atendiendo al nimero de grados de
libertad precisos para definirlos, =X clasifican en
i, 2. 3, ... n GDL.

~Eiemplos:

1 GDL

(la coordenada y

define la confi-

guracion el {y v @ definen la ey T
1y
sistema) configuracion del (6,, =P Ox, ©Ogq
sistema) definen la configu-

racion del sistema)
~En el ejemplo anterior del esqueleto humano, =se tiene un

sistema de “ GDL.
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6.~-Rigidez de los sistemas vibrantes

a.-S5istemas masa-resorte:

e Shaee Maams At e it Bt e St Svees b v S et 400 e S Seaeg Batap Sommm S

Como sabemos , al aplicarle a un resorte dado una fuerza F
se produce un alargamiento &, vy mientras el material se
mantenga dentro de su limite elastico, la relacidén entre F vy

§ es constante.

El resorte se dice gue es lineal v K es una constante

llamada rigidez.

Vectorialmente puede expresarse:s

Fre = — Kex

poniendn signo {(-) para sefalar gue la fuerza siempre tiene
direccidén contraria al desplazamiento.
-8i se tienen dos resortes en paralelo 1la rigidez

equivalente sera la suma de las rigideces.

K El desplazamiento % sera el
5 SESENV/V,V.V.V.VY. V.V S— F
.*QZZZZ 47/ —— mismo para ambos resortes,
_-——/\/\/\A_—— 19
S luego:
Fa = Ka=x

Fe = K%
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F = F; +

,
.=

-8i se tienen dos resortes

equivalente sera menor que

(K, + Kz)'}’!

Fa =
= ki1 + Ka
en serie, la rigidez del conjunto

la del menor de ellos. En efecto:

en este caso, la fuerza
:1 Kz
———d F sobre cada resorte es la
.
misma, F.
F = "i:_')’.:,
¥ = My + Mo
F = K:z'xz
w = F [1:"":1 + 1/"‘:2]
luego:
1 i i i + Kz
= + mmmmy R =
H-, l"::_ ":2 Kl'Kz
NOTA: No siempre los resortes tienen caracteristicas

lineales, como son los casos de las figuras:

—-Resortes cargados transversalmente




~r
L 3

Fe = 2F.-8en # = 2k-1-(Tag ¢ — Sen #)

1
FR=2r=:-x-[1———-———]
¥ oz o+ 12

—~Idem, pero los resortes pretensados

Fex = 2-F.-8en 8 = ZK-[(I + 1%)«tag & -~ 1-Ben G]

Fe

1]
h

1
w.x.{l- ]
JoxE o+ (1 + 1°)2

b.-Sistemas de torsidén:

Como sabemos, al aplicarle a una barra de longitud L vy

————— L=} momento polar de inercia Io un  par
1]
P 4
()\/} T de torsidn T, girard un anguloc 6
Ilo
tdado por
T-L
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(SBiendo 6 el médulo de rigidez a torsidn) La relacidn entre
2l par aplicado T yv el &ngulo girado 8 se denomina rigidez
de torsidn,
T B'Ir_‘»
Ki: = =
12 L
que como se ve, es un valor cte. para cada material (G) vy
para unas dimensiones del cuerpo dadas (G, Ios LJ).
-5i se tienen varios resortes de torsidén en serie, como
muestra la figuwra, con distintos valores de la rigidez,
Ker FKez la rigidez equivalente se obtendria
[:::2~// T facilmente, sabiendo que:
T T
91 = 9;_- =
F':tl ":tz
T T 1 1
6 = 9, + Ox + = T [ + —----]
Fea Kez Kea Kez
1 1 1
Luego = +
:- ":'I:l th
Kear + Ke=
Ha =
Feaken
-5i se tienen varios resortes de torsién en paralelo, se

obtendra facilmente

Fa

= Kea + Kez



c.—Sintemas de flexidn:

Como sabemos, al aplicar una carga F a una viga (sin masa)
se produce una deflexidn (dependiendo del tipo de apoyao),

gue conduce al calculo del coeficiente de rigidez a flexién

81 1 es la luz e I el momento de inercia de 1la seccidn

¢ F respecto del eje transversal}
t — [ —
N 4 P
A RIS 7 N A la flecha vale:
e B
Fel™
& =
48-E1
F 48-E1
l F Con lo cual Ke = =
——— ‘.S 13
1
F'-l‘“-'s P E'EI
& = ===k ke = =
3-E1 & 1=
l F
é : % Fec2(l - )2 31 -El
f"_m% i & = =irke T ee——
v 1 i J1-EI c2{l-c)z
o X
a P b
ggg\\\\\ LR ,’,A Feb-x JEI-1
R I H Y = s {l2—-x2~-b2); e =
ye———————— 1 ———— A HEI-1 ai =hz
192-E1
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768-E1
:-P =
Fel=
. ,
Z-E1
e =
(1 + a)-a?
Ce— e L F
. - | 24.E1
A LT Fe =
: (31 + 8a)-a2

i
]
]
]
i
X
!
i
X
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7.-Amortiguamiento de los sistemas vibrantes

-El1 proceso por el cual una vibracidén disminuye de amplitud
con el tiempo se denomina amortiguamiento.

En este, la energia del sistema se disipa en forma de calor
de friccién, o al medio circundante, en forma de sonido.
-Existen varios mecanismos de amortiguamiento, entre los que

pueden considerarse:
~Viscoso

—-Amortiguamiento flﬁidn [
~Turbulento
-Amortiguamiento seco (de Coulomb)
~-Amortiguamiento histerético o estructural.
-Amortiguamiento fluido viscoso: Es el gue se establece al

pasar un fluido por un orificio, en flujo laminar. En é1, 1la

resistencia F es proporcional a la velocidad, pudiendo ponerse
F = —Cesv = —Ce¥

siendo © el coeficiente de amortiguamiento.

—Amortiguamiento fluido turbulento: Es el que se produce en un
fluido, un flujo turbulento. En 461, 1la resistencia F es

proporcional al cuadrado de la velocidad.
F = —~g-vZ

NOTA: Los amortiguamientos hidraulicos de auwtomdviles,

puertas, etc, se comportan como una mezcla de los

anteriores.



48

NOTA: El Gnico amortiguamiento que produce una ecuacidn lineal
es 21 viscoso, por lo que es el mads usado, a la hora de
efectuar simplificaciones y analogias de sistemas

mecanicos complejos, con amortiguamiento.

-Amortiguamiento de Culomb: Ez el que se produce en el
rozamiento seco entre dos s6lidos. Fara velocidades pequefas,
la fuerza puede suponerse constante en médulo, vy de direccion

opuesta siempre a la velocidad relativa.

Fe = JsN
-Amortiguamiento histerético o estructural: Se debe al
rozamiento interno entre moléculas F
y cristales, en el momento de la /'/
vibracidn. Ello hace que la /4 g

\
AN

relacidn fuerza—-deformacidn no sea

igual al encogerse el cuerpo que al /

estirarse, siguiendo un ciclo de
histerésis.

El area encerrada por el ciclo es el trabajo perdido en calor.
Tal trabajo es independiente de la velocidad con que se

recorre el ciclo, es decir, de la frecuencia.
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8-.FPlanteamiento general del problema de vibraciones mecanicas

-.a resolucién de un problema de vibraciones mecanicas se

desarrolla, normalmente, en cuatro etapas.

Frimera setapa: Definicidén del modelo matematico.

Tal como va se ha visto, consiste esta etaﬁa en definir el
sistema vibrante que méds se aproxime al modelo real.

Esta es una etapa en gue la experiencia juega uwn papel
decisivo, ya gque esta reduccidn no obedece a leyes matematicas
definidas.

El modelo matemdtico serd un conjunto, mas o menos complejo,
de masas, resortes vy amortiguwadores, con los GDL que sean

precisos.

Segunda etapa: Definicién de las ecuaciones diferenciales del
sistema.

Partiendo del modelo matemdtico definido, se aplican las

ecuaciones de Newton, el principio de D’Alembert, o el
principio de conservacidén de 1la energia para calcular las
ecuaciones diferenciales gue definen el movimiento del

sistema. Esta etapa es puramente objetiva.

Tercera etapa: Solucidn de las ecuaciones diferenciales del
sistema.

El conjunto de ecuaciones anteriorhente definidas se
resolveran usando algunas de las técnicas matematicas
conocidas: solucidén general de ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace, métodos matriciales, métodos

numéricos {(Runge—kutta, elementos finitos, etc.)
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También es una etapa totalmente objetiva, que sé6lo depende de
los conocimientos matematicos precisos.

Cuarta etapa: Interpretacidén de los resultados.

Ezta ez guizds la etapa mas décisiva, la gque Jjustifica la
existencia de las tres anteriores.

Ha de conducir necesariamente a la interpretacion del analisis
efectuado, o a las consecuentes implicaciones para el disedo.
Al igual que la primera, es bastante subjetiva, vy 1la

experiencia juega un papel fundamental.
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Z.1.-ANALISIS GENERAL DE LOS SISTEMAS VIBRANTES DE 1 GDL

1.- Formulacion general de la ecuacidn del movimiento.
2.~ Vibraciones libres no amnrtiggadas.

2~-1.~ Método general.

2-2.—- Método de la energia.

2-3F.—- Método de Rayleigh.
F.~ Vibraciones libres amortiguadas.

Z-1.- Amortiguamiento viscoso. Relacion de amortiguamiento

3~2.— Amortiguamiento seco (Coulomb)

3.~ Amortiguamiento histerético (estructural)
4.— Vibraciones forzadas, no amortiguadas.

4-1.- Fuerza de excitacidn arménica. Resonancia.
5.~ Vibraciones forzadas amortiguadas.

5-1.~ Fuerza de excitacidén arménica.

«~ Método general. CAlculo del amortiguamiento.

-yl
—1-2.~ Método de la impedancia mecanica.

thon

S—-2.— Fuerza de excitacidn periddica.
5-3.~ Fuerzas de excitacidon " elementales ".

S5—-3-1.~ Introduccidn.

5-3—-2.- Funcidn escaldn.

5-3-3F. - Funcidn rampa.

5-3~-4.- Funcidn exponencial decreciente.
G-3-5.~ Funcidn diferencia escaldén—-exponencial.
5~3—6.~ Funcidén impulso.

S5-4.~ Fuerzas de excitacién cualesquiera. Integral de
Duhamel.

6.~ Calculo de la respuesta por métodos numéricos.

6-1.~- Método de la diferencia central.
6—-2.— Método de Runge-kFutta.



1.~Formulacidn general de la ecuacion del movimiento vibratorio

en sistemas mecdnicos de un grado de libertad

~-La forma mads sencilla de plantear la ecuacidén del movimiento
de una masa vibrante m es aplicar la segunda ley de Mewton.

(WY
F(t) = m»

dtz

donde en F(t) se incluyen las fuerzas exteriores aplicadas
sobre la masa m, las fuerzas elasticas (fuerzas de deformacidn
alrededor de la posicién de equilibrio) y las fuerzas
amortiguadoras.

~Este planteamiento es vAlido en sistemas vibrantes sencillos,
como el masa-resorte-—-amortiguador, o cualquier otro que pueda
asemejarsele.

En sistemas mas complejos, dnndeAtales simplificaciones no son
posibles se recurre a otros métodos, basados en el equilibrio
entre trabajo aportado y energia del sistema {métodos
energéticos).

-A continuacidén vamos é cbtener la ecuacion general de

equilibrioco de un sistema ideal de

1 GDL, masa4resnrte—amnrtiguadnr,

sobre el cual se aplica una fuerza K
exterior F({t), variable en el ———
m =i i
tiempo. $ 4
®(t) F(t)

La figura esquematiza tal sistema.

En é1, toda la masa se encuentra

concentrada en un punto m.

l.La elasticidad del conjunto se representa por la del resorte, K.



El amortiguamiento interno se supone del tipo viscoso, vy se
representa por un cilindro y pistén, 1lleno de aceite, vy cuyb
coeficiente de amnrtiguamientn &8s C.

Al  aplicar la fuerza F(t), se produce un desplazamiento de la
masa x{t)., Con ello, el resorte se alarga; "tirando” de la
masa con una fuerza K-%, contraria a F(t) (y a x).

Al mismo tiempo, el amortiguador " se encoge”, generando una
fuerza proporcional a la velucidad, de valor c-;, y contraria
también a F(t) (=i ;(t) tiene la misma direccidn que F(t).

El planteamiento de 1la ecuacidon de equilibrio nos 1lleva

inmediatamente a la ecuacidén diferencial del movimiento:

m‘x ’

ke | ] mex + Cex + Kex = F(t)
» 1 MCX
H H H
t— siendo:

m _"I'-I e ow . .

I M mexx = Fuerza de inercia.
F(t) c%x = Fuerza de rozamiento

viscoso.

ke Fuerza elastica.
La resolucidén de esta ecuacidén nos permite hallar el
desplazamiento de la masa, en funcidn del tiempo.

®o= x(t)

Tal cuestién, para diferentes supuestos, va a abordarse en los

puntos posteriores.



2~-1.-Vibraciones libres, sin amortiguamiento, en sistemas con i

GDL. : Método general

b 1 Al ser vibracidén libre:

F¢t) = O

Al no estar amortiguada:s

c. . = c’

For lo tanto, la ecuacién general queda reducida, para este
caso, a @

m-;.+ ey = 0
(Ecuacion diferencial lineal, homogénea, de 29 orden)
Intuitivamente, el fendmeno vibratorio se comprende
facilmente.

En efecto, imaginemos inicialmente la masa en reposo en la

posicidén (&)

Si abhora desplazamos la masa una distancia ¥e, la mantenemos
fija, en esa posicion (¥ = ¥a. ; = Q) vy lupgo la soltamos,
la masa se moverd, con movimiento de vaivén, alrededor del
punte de egquilibrio (posicidn al, indefinidamente, Con

movimiento armdnico ademads. Las posiciones extremas seran + Yo

y—VtO-
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Tampoco es dificil entrever gue la frecuencia de este
movimiento debe depender, exclusivamente, de las
caracteristicas del sistema vibrante, es decir, de m y de K.
En efecto, si m es grande y K peguefa (resorte "blandeo", de
mucho alargamiento), reconocemos intuitivamente gue 1a
vibracién serd "lenta", y de gran amplitud.

Veamps todas estas cuestiones, matemdticamente:

Para la resolucidén de la ecuacidn diferencial podemos ensayar

una solucidn del tipo:
® = (aer®

siendo @ una constante y ) un parametro, ambos a determinar.

Entonces, derivando vy sustituyeno gueda:

=
|

Aellepr®

A2 «Qeprt

X
It

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
Mahdee>t & Kefep>t = 0
Con 1o que se obtiene la ecuacién caracteristica:
mx2z + K = 0
que tiene dos soluciones:

M = + —~K/m Am = = =“Kem

e

l.La solucidén de la ecuacion del movimiento puede entonces
escribirse:

o= Q;'E,\"t -t Qz.ehzt
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L1lamando f/m = wn "frecuencia circular natural" ]
"frecuencia propia” del sistema {(que como vemos, solo depende
de las caracteristicas K vy m del sistema, vy no de 1la
amplitud de la vibracion ni de las condiciones iniciales ¥e O
;m), podemos escribir (m&s adelante veremos el por qué de
esta nomenclatural:

o= Q:.Ei-wn-t +4- Qz.e—t-wn-t

(recuerdese que -k/m=1i L K/m)

Fara pasarlo a la forma trigonométrica podemos poner:

¥ = @B1-[C0o8 (Wnt) + 1i.8Ben {wWa-t)] +

4+ G [Cos (~Wa+t) + 1+8en (~w,+1t)1
¥ = ((Qy + Qz)Cos wat + i (8 — Bx)Sen wat
¥ = ECos Wwat + GSen wa.t £41

gue representa la suma de dos movimientos arménicos de la
misma frecuencia, desfasados w/2. Se trata, como sabemos, de

otro movimiento armdnico, de igual frecuencia.

NOTA: Observese gue =i hacemos:

26,

E + Gri

20 E - G/i

¥ o= (E/2)eptrewn + (G/2i)-pi-wn + (E/2) et w0 — {(G/2i) g1 -wn

gl rwn 4 g-i-wn gl ewn . @—i~wn

el e [ ]




¥ = E«Cos Wa + G-5en wa

siendo E Gy + GZ)

G = i~{(Q, —~ (z)

l.as constantes E vy 6 ( 0o las . y @=) pueden ponerse en

funcidén de las condiciones iniciales

¥ = o
t = 0O ====3% {. -
¥ = Ho
Ho=E
M= = WatEeSen wat + WwaG-Cos wat
Ho = Weel === 0 = o/ Wa

Con 1o que 1la ecuwacidn del movimiento (desplazamiento en

funcidn del tiempo) es:

¥ F NerCos wat + (MeafWn) Sen wat [S3

l.a amplitud del movimiento es:

L E2 + 62 = f n02 + (No/Wnd2 = f no2 + (%o -m)/K

que como se ve, s6lo depende de las condiciones iniciales vy

de las magnitudes K y m, asi gue puede ser tan grande como se

desee (si 10 sS0On Yo O Ho)d.

NOTA: Si al sistema masa-resorte se le

da un desplazamiento inicial %o K %

y se le suelta (sin darle ningun

3

impulso inicial, es decir, con



%o = 0) la respuesta del sistema seria:

¥ = ¥aCos wat

Es decir, una onda cosenoidal

Qf w/2 % w2 2%

Sin embargo, si en la posicidén de equilibrio de la masa
(sin desplazamiento inicial %o = O) le damos un impulso
(un golpe), tal gue imprima una velocidad inicial Xo,

la respuesta serda una funcidn senoidal (con diferente

amplitud pero igual frecuencia)l

«Sen wWat

oo/ Wa
In/2
»- t




NOTA:

l.a consideracidén eventual del peso de la masa vibrante
no introduce ningunpa variacidn en la frecuencia natural
del sistema.

En efecto, si al resorte K de la figura se le cuelga
una masa m, se Testira” una
longitud &= (flecha estatica),

de valor

me-g

dm =

K

(g = Acel. de la gravedad)

Si ahora desplazamos la masa desde, esta nueva posicidn

de equilibrio, vy la 1liberamos, mew Kix +42)

~vibrard libremente, viniendo dada 1 1

la ecuacién del movimiento por: 1
m=-g

mex + K(x +8=) — m=g 0

mey + Koy +KeSee — m=g = 0

mey + K = 0O

gque es la misma ecuacién conocida

NOTA:

Conocida la frecuencia circular natural puede hallarse

la frecuencia natural de vibracidén del sistema por:
F = 1/T = (1/2W) »we = (1/72m) «f K/m Hertzios
El periodo de la oscilacidén seré:

T = 2w« m/K Segundos
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2-2.~Método de la energia

~Muchos sistemas en vibracidén libre con un grado de libertad
no son tan simples como el masa-resorte.

De ahi gue para definir la ecuacidn del sistema vibrante sea
preferible emplear otro método, cual es el de la conservacion
de la energia.

Como sabemos, en un sistema en vibracidn libre (sobre el cual
no se aporta ninguna energia exterior), la suma de las

energias cinética v potencial es, en todo instante, constante

T = energia cinédtica

o
L}

energia potencial

-
+
o
it

cte.

For lo tanto, su variacidn con el tiempo es nula:s

d
~{T + ) = O

dt
Esta ecuacidén puede emplearse para bhallar la E.D. del sistema

vibrante.

Ejemplo 1.-

Energia cinédtica de la masa:

linm -}{2

%

Energia potencial de la masa:

eKan2 Fr {=————==> (Fr = Kex)

) SR
{drea del triangulo) /'/ Aﬁ » ¥

HNemexd s + Heklen2 = cte,.
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Diferenciando: (may + Kent)sx = O

de donde se obtiene:

Mmex + Ko O

Ejemplo 2.-

K Energia cinética del conjunto:

Belm=€2 + Hemef{r,-9)2
&
9 \ Energia potencial del conjunto:

Beklelra-@)2

[ |
Sumando:

Belwe©2 + Mame(rg=2 + YeKe(ra-9)2 = cte

Diferenciando:

2/2: 108 + 2/2+r 1289 + Z2/2:Kerp-0«0 = 0 =====3

de donde se obtiene E.D. del sistema:

=====3 (g + Fi2)+8 + Kira«s9 = 0




2-3.-Método de Ravleigh

&2

En sistemas conservativos, vy suponiendo la posicidn 1 agquella

en que la energia cinética T es maxima y la posicién 2
aguella en que la energia potencial U es maxima, podemos
escribir:
Uy + Ta = Uz + T=
Como para T = Tax ===> U, = 0
U:.' = Umd.n ===:}" T:._- = 0
tueda, finalmente
Umdu = Tm&u [13
Ecuacidn que nos permite calcular la frecuencia natural del
sistema.
Aplicando al sistema masa—-resorte
r—*}:(t) ¥ = MW Sen wat
K
ANANN m Umaae = %eK-22 {ya que X es el
valor manimo de )
Tondre = BeMoXmax: = BeMewn? X2

Igual ando ambas:

Welle X 2

Wy

El método de
frecuencia

valor de x({t)

Rayleigh permite un

natural de un sistema,

BaMeWa? s X2
S K/m

cdlculo rdpido de 1a

siempre gue se conozca el



Cuando este no se conoce, Se supone un valor para el
desplazamiento ¥, compatible con los vinculos del sistema, vy
entonces, aplicando 11 se halla la "frecuencia natuwal

aproximada”.
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3—-1.~-Vibraciones libres, con amprtiguamiento viscoso, en sistemas

de 1 GDL

@ n

{(al

Intuitivamente el fendmeno puede analizarse someramente.

En efecto, imaginemos una peguelia masa my, Como se ve en la
figura, "unida” a la pared por medio del resorte de rigidez K
v 21 amortiguador viscoso de coeficiente de amortiguamiento c.
El conjunto se encuentra inicialmente en reposo en la
posicidn (a).

8i ahora desplazamos la masa una distancia %o (compatible con
la deformacién elastica del resorte), y la mantenemos fija en

esa posicion (X = Xo) ¥e = 0), ¥y luego la soltamos, puede, en

un primer andlisis, uno de los dos supuestos siguientes:

- En primer lugar, 1la existencia del amortiguador vy 1la
inexistencia de fuerzas de excitacion exteriores sobre 1la
masa hard que esta se mueva con movimiento amortiguado

(amplitudes decrecientes).

- En segundo lugar, el tipo de movimiento dependerd de cuan
"duro" sea el resorte, y cuan "resistente al movimiento®

sea 21 amortiguador.

En efecto, si se dispone de un resorte "blando” vy un
amortiguador "duwo" una vez desplazada la masa, cuando se

le suelta tenderd a iniciar un movimiento vibratorio. El



63

resprte "tirard” de la masa, vy el movimiento de esta sera
fuertemente "impedido" por el amortiguador. El1 movimiento
resultante serd una vuelta mads o menos rapida, a 1la

posicidn de equilibrio.

o K pequefio For el contrario, si el
xc.—~\\\\\\\\\\\‘i~3iiiée resorte es muy "duro” y el
t amortiguador muy "blando",

"déhil", es posible gue la

k grande
——r masa oscile al rededor de
Me C pequero
//“\- == su posicion de
— t
, - equilibrio, aungque con
P ’ movimiento vibratorio

amortiguado.

Tales comportamientos, con todo detalle, son faciles de

analizar matematicamente

Comob vya vimos, la ecuaci én

f - del movimiento de un sistema

vibrante de 1 GDL es:

mey + C+x + kK« = F(t)

En este caso, al ser F(t) = O, queda:

Moy + Cox + Kox o £13

gue es una ecuacion diferencial homogénea de 29 orden.

Su solucidn es del tipo:

¥ = (=e>t

Siendo 8 una cte., ¥y A un parametro a determinar.
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Derivando:
1 —1 G!n)\-E)\t

;" = Q-AZ -E"t
Sustituyendo:

Mefe N2 eprt frefledeprt + koeflap>t = Q

maAZ2 + CcsX + K =0 {ecuacién caracteristica)

Sus raices son:

c c? k
—— W [ om_ 4.—-——
m ma m C c? K
o= = e e— —
2 M 4 -m2 m
C
My = - — +
2«m
C
Ao = = — -
Z2.m

La solucidén general serd del tipo:
W= G!i.ehlt + Qz.ehzt

Natwalmente, las coluciones dependeran de los valores del
radicando en A: ¥ A=.

Fueden darse tres casos diferentes, segin que:

4ok om

PR LY
5
3
1)
PN LT
2
FASN LY
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Veamos cada uno de ellos por separado:

= 0 === c = f 4.Kem

En este caso, cuando el amortiguamiento del sistema es
igual a la raiz de 4-K-m, las dos raices Aas ¥ Az SO0
iguales.

La solucidn seria:

1 e Q’..E—Cclzm’t -+ G!E.E"(l:/zm?t - (Q‘l. -+ gz).e~tc:/2m>t

w = {a° ap—lers2m? &

evidentemente, ésta no puede ser una solucidn, puesto
que la misma debe contener dos constantes diferentes.

Ensavando una solucién del tipo:

o= Ll"E'—“:’z'“’t

donde w = u(t) a determinar, se obtendrid sustituyendo
en [11
Y - L LR -2 ST ceu c2au c2an
a-lerafmr e, - + + — + = 0
m 4 «me m 2-m2 4 -m2

de donde se deduce:

siendo Fy, y Fz las dos constantes arbitrarias.

For consiguiente, la solucioén sera:

¥ = (Fy + Pa-t).e-t=s2me
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En esta expresidn, el primer término F,-e-fsr2mre

decrece exponencialmente con t.
El segundo término, puede transformarse:
Pa-t ‘ Fa-t

Fastep—tesr2mr e = =
gviss=mr e 1 +(c/2m) -t +(c2/8m2)-t2,...

que como se ve, también decrece con el tiempo.
Graficamente, la curva del movimiento es una exponencial

gque tiende, rapidamente, a la posicién de egquilibrio.

Tales constantes pueden determinarse en funcidn de las

condiciones iniciales:

H = Yo
t = O ===3 " .
H = Ho

De donde, finalmente:

M o= [He + (Mo — (Crde/2Zm)) tlep—tsrart
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~El wvalor dec =+ 4:K-m se denomina amortiguamiento

critice, y se representa por Cee
= 4ekem = Zm-wWn

Caor

Yy cCcomb se ve, s6lo depende de las caracteristicas del

sistema.

NOTA: Para otro wvalor cualquiera de ©, se define

"relacidn de amorrtiquamiento” al parametro

adimensional.

ftczz78m2) = (E/m) > O =3 (c2/4m2) > (K/m) =»> ¢ » 4k m

En este caso, A2 ¥ )= s0n reales y distintas vy ademds
enteras.

l.a solucidn sera:

¥ = Qyept=<ara2m> + f ccr/am2r— (/m?at 4

+ Qaspt—tes2m? — f (=2 /4ma3 2~ (K/m? 1t [31

Ambas exponenciales son negativas al ser en todo caso el

radical menor que el primer sumando.
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Aoepb—tar/72m? — f (€4 /74m2 ) — (k/m? It
-

(1, s@E—Ca 22mr + -f (c2 /4may— (K/7mr At

lLa suma de ambos términos es el marcado en linea gruesa
en la figura.

Como se observa por [31, no se trata de un movimiento
arménico sino de un movimiento fuertemente amortiguado ,
en que ¥ disminuye con t, exponéncialmente, aun cuando

sin anularse nunca. Se dice gue el sistema tiene un

amortiguamiento supercritico.

Coe™

{ tczr4m2) - K/m) £ 0 = < Jd 4:-Kem

En este Caso, las dos raices son distintas e
imaginarias:

La splucidn general puede escribirse:

¥ = @ies2m ce [, st d (K/m) — (3 74ma T -t 4
e Q:_-'E—" --\'. C/7m? ~— (ol //4ma ) -t ]
Llamando we =  (K/m) — (c2/4m2) "frecuencia natural

amprtiguada”. y que sé6lo depende de las caracteristicas

del sistema, tenemos:
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¥o= E"(G/zm’-t.[@’..el awel -t 4 Qz.e—l'wd't

Fazando a la forma trigonométrica tenemos, a1 igual que

antes:
M o= grter2m? ~tfE.Cns (Wg*t) + GeSen (wWa+t)1

l.Las constantes E y G (0o Gy y Gz) pueden determinarse en

funcidén de las condiciones iniciales

¢ = —{(c/2m) re—iss2m ce[E.Cos (Wat) + G-8en (Wa-t)1 +

+ g—te/2m? ~tl—FE.pwg-5en (Wag+t) + GerwgCos (wa+t)]

" o CrHoe
Ho = —{(C/2m)E + Grwg === G = [ + ]
Wa 2mWa

Con lo gue tendremos finalmente:

o CoHe

¥ o= aries2mr ot} v CoOs Wgrt + [ + ]-Sen Wa-t
Wa ZmwWa

Como se ve, corresponde a un movimiento periddico

amortiguado, de frecuencia circular wa, obtenido como
suma de dos movimientos arménicos de igual frecuencia,

diferente amplitud, v desfasados w/2.
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Su representacion grafica es la mostrada en la figura:

~ e""(::/Zm)t

t

/N :
e

—
—
—

]
1]
-~ el

El sistema se dice gque estd subamortiguado, o que

amortiguamiento es subcritico.

NOTA: Comparaciodn de respuestas segan el tipo

amortiguamiento:




NOTA:

La frecuencia circular natural amortiguada puede
ponerses:
wa = f (K/m) - (c2/74m2) = L K/m « £ 1 - (c2/4m2-wzy) =

Waef 1 ~ (C/Cee)?

Expresidn gque 1liga la frecuencia natural amortiguada
con la frecuencia natural propia (libre) y la relacidén
de amortiguamiento, en un sistema cualgquiera de este

tipo.

NOTA:

Decremento logaritmicop: Calculo de €

En este movimiento arménico amortiguado, el decremento

ligaritmico vale:

Tiempo Amplitud
to = 0 ==ssscSssSSsSsSssEssSsSsSsS)k M S Mo
Tty = to + T ======== =¥ M = Ma
tz2 =ty + T =t + 2T =====} ¥ = ¥
tx = ta + T = to + 3T =====> ® = X=
8i A es una cte., que depende del valor xeo para t = 0,

se tendra:

= fNaprlesr2m o

= A.E(—cfzmi fttey + T2

Hyg = ap e rs2me T

= Mg

e = Q.E(—GIZMP (e + [RT?F = H'D.Et—-:/Zm)zT

Moy = Ar@ i~/ 2m? (ta + NT? = yo:@t~cS/2mnT
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El wvalor {(c/2m)T = & s=se le

logaritmico", y vale:

y =

"y Ho'e_n"

denomina "decremento

& = 1/n<1ln (Maolda) (cantidad adimensional)
Como T = Zn/w;, guedas
c 27
& = (c/2m)T = (c/2m) ~ {27/ Wa) = . =
2m Waed 1 - g2
2w c
1 - 52 2m=wa
25
G B nnm——
r1-¢
Como puede observarse, también & es un valor
caracteristico del sistema, que no depende de
amplitudes, estados iniciales, etc.
NOTA: Como T, se puede, medir con bastante farilidad, 1la
O ... relacion
canterior nos permite calcular, experimentalmente, el

amortiguamiento de un sistema.

Fara amortiguamientos pequefos

2.

uTs



-Al gunos valores de ¥, empleados en diferentes

aplicaciones:

—-Amortiguadores de automdviles .c..eanes 0,1 F 0,5
~GOMA svsnsusansansnnnansnsansannnnnass 08
~HOFMIigQON wonesrwsanrncnnanannancsnvnannas Wy02
~MAQEr @ sesessnnasnannnannsosnnssennnnas (3003

—~Acero estirado en frio ceiecvessacanansas 000086

NOTA: Obsérvese gque los sistemas libres amortiguados siempre
implican un movimiento transistorio, vibratorio o no,

perc limitado en el tiempo.




-
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- Vibraciones libres. con amortiguamiento seco, en sistemas

de 1 GDL

-E1 amortiguamiento seco o de Coulomb es el gue se origina
sobre la masa vibrante por estar en contacto directo con la
superficie de deslizamiento.
Como sabemos, la fuerza de rozamiento que se origina sobre
l1a masa vale:

Fee = p=N
siendo p el coeficiente de rozamiento y N la carga normal.
Dentro de ciertos limites, esta fuerza de rozamiento puede
considerarse constante, por 1o gue a este tipo de
amortiguamiento también se le 11 ama "amortiguamiento
constante”.
~-L.a ecuacidn diferencial del movimiento es facil de definir,
aungue Como la Fe. s opone siempre al movimiento
(velocidad), han de expresarse dos ecuaciones diferentes,

una para cada direccidén.

e = meg
Movimiento a la derecha Movimiento a la izguierda
|F }F
KeX o« m -———o; eyt — m je——0 ;
;ﬁqhzﬁ; lN‘ »p-N
m-;.= -y — PN m-;.= HeN — Kx
m-;.+ Ky = —peN £11 m-;.+ Kx = paN £23

Y
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-L.a solucidn de la ecuacion [1]1 sera:s
alt) = E1+CD8 Wat + Gi1+Sen wat — (p=-pN/K) LE]

(que puede comprobarse por simple sustitucidon de [31 en

t11).

Como sabemos wWa = JH/m.y Es v 6. son constantes a
determinar en funcién de las condiciones iniciales.

~-L.a splucidn de la ecuacion [2] sera:
¥alt) = Ea+COs Wat + Gz+5en wat + (Pp-N/K) £41]

en donde Ex v Gz también son ctes. a determinar.

~l.as ecuaciones [31 yv [4] indican que en cada medio ciclo el
movimiento es armonico (formado por la suma de dos
movimientos arménicos de igual frecuencia wal, Yy al cual se
le suma 21 valor cte. (p=N/K) y (-p-N/K), respectivamente.

-8i las condiciones iniciales son:

X
]

b4

Q

O

-
bs
I

es decir, si se aparta la masa una distancia Mo de 1a
posicidn de equilibrio vy se le "suelta” (sin comunicarle
pingdn impulso, es decir, ;o = ), podremos calcular las
ctes. E vy G.

8i nos referimos al dibujo, i damos a % un desplazamiento
positivo Mo, el movimiento se iniciard de derecha a
izquierdé, luego en este primer medio ciclo ha de usarse la

ecuacion [43.



78

Sustituyendo las condiciones iniciales queda:

Ha(0) = Ex + {(pN/K) =y Ez = %o — (p-N/K)
z{t) = —Ea-wWn-5en wnt + Ga'wW.-Cos w.t
¥af(Q) = 0 = BzrwWn === Gz = 0O

lLa ecuacidn [4]1 queda entonces:

Mi{t) = (Mo —pN/E) -Cos wat + (p-N/K) £LS1

Como se ve es una cosencide desplazada la distancia (p-N/K).
Esta expresién [31 s6lo es valida en el medio ciclo, es

decir, en el intervalo:

4] t 2 T/2

[

gue también puede expresarse:

LU

l-r'.
‘+
i

W/ W

Para t = 7/wn, 1la masa estid en el extremo opuesto del

intervalo, v el valor de la amplitud seréi
it = 7/2) = (o — PeMN/K)Cos 7 + (p=N/K) = —(sp — ZP-N/K)

Como 1a masa partid de la amplitud ¥o v en medio intervalo
l1lega a la amplitud —(xeo — Z2p-N/K), 1la reduccidn sufrida en
la amplitud vale:

2paN/KE
~-En el segundo medio ciclo se parte de las siguientes

condiciones iniciales:

¥ o=~ — JIp-NK) }_ valores de ¥ y

¥ = O para t = w/Wn
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sustituyendo en la ecuacidén [3]1 v en su derivada:

E; = e My + (3}."N/"')

Gz = 0
Con 1o cual la ecuacidn [3] puede escribirse:
H{t) = ( + s + JIpsN/K)-Cos wat - (p-N/K)

Esta ecuacidn es valida solamente en el intervalo:

o

T/ W 2t 2 20/ WA

Al final de este ciclo la amplitud sera:
wit = Zn/wn).= Ko — 4p-N/K

y la velocidad {(derivando [61)

#i{t = ZN/Wa) = 0

L&

que son las condiciones iniciales para el inicio del segundo

ciclo.

-El1 movimiento continuard hasta el ciclo en que la amplitud

de x(t) sea mas pequeia que p-N/K

En tal situacidn, 1la accidn del resorte K-x serid menor gue

lé firccidn p=N, y entonces el movimiento cesa.
(En 1a figura, ésto ocurre al final del 4° medio cilo)
Como en cada ciclo la amplitud del movimiento se reduce

4p«N/k, podremos poner (llamando X a la amplitud):

Ko = Mot — (4]."“/"5:)
en consecuencia, &1 decremento por amortiguamiento cte.

es logaritmico, sino lineal.

en

no
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For otro lado, el movimiento amortiguado no se prolonga

indefinidamente, combo en el caso de amortiguamiento viscoso,

sino gue cesa repentinamente, tan pronto se alcanza el

valor

pd 2 peN/k  (Obsérvese también gque a diferencia

amortiguamiento wviscoso, en el seco la frecuencia

misma que si el sistema no estuviera amortiguado)

(Xa—dpN/K)

es

= (Ho—2PN/EK)

[///

~ (L a=2PN/K)
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4,-Vibracidéen forzada, sin amortiguapiento, en sistemas de 1G6DL

i TE— S
e (t)

P (&)

(Suponemos gque la Ffuerza de excitacidn wvaria en forma

arménica, con frecuencia circular wg)

F(t) = F«8en wet

~Como en los casos anteriores, este fendmeno también puede

analizarse intuitivamente, en forma somera.

Ya hemos visto gue una masa m, unida por un resorte de rigide:z

Ky oscila libremente con movimiento arménico de frecuencia

circular wa. = £ K/m

Si sobre esa masa se aplica una peguefia fuerza F(t), de tipo

arménico, de frecuencia circular we estd claro gue con

independencia del movimiento libre tal fuerza tendera

a

comunicar a la masa otro movimiento de tipo arménico y de gue

en el supuesto de gue el resorte no interviniera seria de

misma frecuencia que la de la fuerza.

la

Evidentemente, como F(t) puede tener cualquier valor, .las

frecuencias we ¥ wWe son totalmente independientes entre si.

El movimiento resultante para la masa debe ser la suma del

movimiento libre (de Jfrecuencia w.) vy del movimiento

producido por la excitacién. Por consiguiente, no se tratara,
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~
)

en general, de un movimiento arménico, aunque si periddico.
Farece 1ldégico suponer también gue 21 movimiento resultante
dependera, de alguna manera, de la relacidén entre Wwe ¥ Wan, asi

como de los valores de K y m.

NOTA: Este es el caso de un columpio, que oscila con una
frecuencia circular propia wa. 5i le aplicamos una fuerza
periddica, con frecuencia circular we pueden ocurrir dos
cosas:

a) ue Wwe = Wa, es decir, gue (por ejemplo) al final de
cada oscilacidn del columpio apliquemos una fuerza Fo.
En este caso, el columpio seguird oscilando con la
misma frecuencia, pero la amplitud ird aumentando.
Se dice gue existe resonancia. Teoricamente, la
amplitud puede hacerse infinita (en un tiempo
infinito)

b) Bue we *» Wna, es decir, gue el columpio reciba "muchos
impulsos” durante una oscilacidén {(de frecuencia wWa).
El resultado serd un movimiento peridédico, formado por
pequeias oscilaciones superpuestas al lento vaivén

general.

—

-
P

Z WE = W We= > We

‘K@L{/\\/ € “L/u//’/ t
N




~Como se comprende facilmente, la ecuacién del movimiento para

este caso sera:

Me¥o + K = ForSen wet

La solucidén de esta ecuacidén diferencial, sera la suma de la

snlucidn general de la ecuacidn homogénea (m-=x + Ky = 0) mas
una solucion particular de la completa.

~La solucidén de la ecuacién homogénea es la conocida
®1 = E«Cos wat + B-Sen wgt
-Fara la solucién particular podemos ensayar una del tipo:
¥a = M Ben (Wet - §)

siendo X y § valores a determinar (3 es el angulo de desfase

entre F(t) vy xa(t) )

X oa
N

= WM Cos {(wet -~ &)

= —Wgl X «Sen (wet — §)

Sustituyendo en la ecuacidén general:

~Mewe? « X -Gen (wet ~ 8) + K-X -Sen (wet - 8) = Fo-Sen Wet

Desarrollando:

—Mrwe? X -Sen wWetCos 3 ~mewe? « X Cos Wet-Sen & +

+ KeX+Gen wet-Cos § + K-X -Cos wet-Sen 8 = Fo-Sen Wet

Igualando los términos en Sen wet v Cos wet:



84

~Mmewe? X -Cos & + KX +Cos & = Fo £13

—Mewe? X 8en § + K2 «Sen § = 0 L2131
De la expresidn [2]

Sen § = 0 =====3 8§ =
De la ecuacidn [13]
§ =0 ====z=3>{Cos § = | m=mm=mm=l MWl X O+ K3 = Fy,
Fo
o=

-Con lo cual, la ecuacién del movimiento sera:

Fa
¥ = Mg + Mp = (E«CDS w,t + G-5en w.t) + Sen wet
K. - m« W2

Como se vé, es la suma de tres movimientos armonicos: Dos de
ellos, de frecuencia circular w., y amplitudes E y Gy
representan la respuesta del sistema libre. El1 tercero, de
frecuencia circular Wiy y de amplitud Fo/{E — mewe?)
representa la respuesta del sistema a la sola fuerza de
excitacidén (Obsérvese que la amplitud de esta respuesta

forzada "pura" depende de we).

NOTA: En la ecuacidén de este movimiento =e aprecian dos
importantes cﬁestinnes:

12.- La amplitud del término correspondiente a la

vibracion forzada depende de 1los valores de 1la

frecuencia de la fuerza de excitaciadn Wezy, aSi Ccomo de

m y k.



Fo FosE ant

| A m-w=2 h (WE/Wn)Z i - (Wal’wn)a

H H Fara we = 0 == ¥ = ¥ out
: Fara we = ©» ==3> X = 0
X wmt ! Wa
We
0 i Lo que significa que el
13
H sistema es insensible a las

variaciones de F(t) demasiado rapidas.

Para we = Wey ==> 3 = o fendmeno de resonancia.

28.- En la expresion general de la amplitud del

movimiento forzado se observa una cuestién anémala.

}{ ot

I - (W wa)2

se hace negativa para we/w. > 1
Evidentemente, amplitudes'"negativas" es algo que no

tiene sentido.

Sin embargo, podemos escribir la solucién particul ar
por:

X = + X Sen {(Wet + w)

lo gque guiere decir que una amplitud "negativa®
equivale a otra "positiva” en una onda desplazada
180° respecto de 1a onda original.

Esto significa que cuando we/wWa < i, ambas ondas
(desplazamiento vy Fuerzai estan en fase, y que cuando

We/Wn > 1, ambas estan en oposicidén.
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{(Es decir, cuando la masa, en su movimiento
resultante se mueva hacia la derecha, la fuerza
aplicada va hacia la izquierda, y viceversa)

La "inversién" ocurre justo cuando wWe = Was

~Fara estudiar gréaficamente 1la combinacién de los dos
movimientos, forzado vy libre, vamos a estudiar uwn caso

particular, en gue:

®
9
L

Q

18]

He

Es decir, cuando no existe movimiento libre por "separaciﬁn»
inicial” de la masa de su posicidn de equilibrio. En este
caso, el movimiento de la masa es originado por la sola
aplicacidn de la fuerza F(t). Naturalmente, tan pronto F(t)
desplace la masa de su posicién de equilibrio, el resorte
originard sobre ella wuna vibracidén libre. La superposicién

de esta, y la forzada, dard lugar al movimiento total.

Fo
¥ = E+COE Wat + G-52n w.t + Sen wet
k- ITI"WEz
- FQ'WE
{ = = Erwn8en wat + GewnCos wat + Lo Wet
B = w2
0 = E
Forwe Fis (We/We )
0 = + G-wn ) [ = -

B = mewg? b = mewe?
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Sustituyendo:

Fo' (Wa./wn) ) Fa
¥ o= Sen wat + Sen wet
E - mowg? K — mrewg?

Llamando we/wa = I

Xa:»/hlzn
¥ o= {Ben wet — r-S5en wat)
me (1 —_FE)

¥ o= . s (8en wet - r«Sen wat)
K 1 - 2
Como Fo/K = X amt {(flecha estatica)
1
= Xant = (Sen wet — F«Sen wat)
1 - r2
Este movimiento tiene aspectos muy diferentes, segun sea la
relacién entre we ¥y way, vya gue en definitiva se trata de dos
movimientos armoénicos, de diferentes frecuencias Y

amplitudes.

a) 8i we ¥ w., son muy diferentes (por ejemplo, we *> Wa), los
dos movimientos se reconocen claramente.
Al ser we *> Wn, la fuerza cambia tan rapidamente que 1a
masa no puede sequirla.
En este supuesto de vibracién libre, vy xo = ﬁo = 0 para
t =0, la deflexién estatica inicial Fo/K origina una

vibracién libre, a la cual se superpone la forzada:
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b) 8i we ¥ W, son muy parecidos we & Wny podriamos hacer la
siguiente transformacién

Sen wet = (We/Wa) *Sen wat =

1 We =~ Wa We + We
= *{Wn ~ we)-Cos [—————————-t}-Sen [———f—————-t} +

Wey 2

1 We = We We + W
+ (W ~ Wen)Sen [ -t]-Cos [ -t]
Wy

llamando we - wWwa = Aw

W ~ W L
Sen { t] & (Aw/2)-t
2 R
We = Wea -
Cos [—————n———-t - |
> ]

We + Wq & 2We

fBueda la ecuacidén en la formas

Fo i i
¥ o= . -[— (AW «Sen wet + (Aw)-t-Cos Wgt1
r2
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que representa el fendmeno de pulsacidén o batimiento.
La amplitud comienza a aumentar con t: vy se estd prdéximo

al fendmeno de resonancia.

U /M/mn/\ﬂ .
i

€) Cuando we = Wa, la frecuencia forzada coincida con la

natural. La fuerza puede empujar la masa en el momento
"oportuno” y se produce el fendmeno de resonancia.

En este caso, el primer término de la ecuacidén anterior
tiende a anularse (AW ———=3 0), mientras gque el 2?2 término
aumenta =su valor con t.

Bfueda por tanto:

W o= . (AW -t-Cos wat
K 1 - 2

Fa = (W ~ Wa)
¥ o= *t+Cos wat
(K/w2 o) s (W2~ )

Fc)'t' (WE - Wn)

¥ o= Cos wat
Mme (W — We) o (W + We)
Fc)'t
¥ o= =Cos Wat
2m = We



que puede interpretarse como un movimiento arménico de

frecuencia wa, cuya amplitud crece con t




